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Abstract

Starting from a model of genomic sequencing, it is demonstrated that the asymptotic distribution of the coverage
rate is normal and, on the basis of this, a credibility interval is established, in which the analyzed proportion of
nucleotides is located.
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Resumen

A partir de un modelo de secuenciación genómica, se demostró que la distribución asintótica de la tasa de
cobertura es normal y en base a esto se estableció un intervalo de credibilidad en el cual se ubica la proporción
analizada de nucleótidos.
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Introducción

La secuenciación genómica es una técnica que consiste
en descifrar el orden de los nucleótidos del genoma de un
organismo en particular, y ha tenido una gran relevancia
en los últimos años pues se ha utilizado para secuenciar el
genoma de diferentes especies, incluyendo la humana.

En este trabajo se utiliza un modelo de esta técnica con
la finalidad de estudiar el comportamiento asintótico de
una variable denominada tasa de cobertura, la cual es un
indicador de la eficiencia de la técnica. El objetivo es
demostrar que esta variable se distribuye asintóticamente
normal y, en base a esto, construir un intervalo de
credibilidad. Cabe destacar que la principal diferencia entre
el enfoque de este trabajo y el modelo comúnmente
estudiado, por ejemplo en Ewens y Grant (2005), es que
en la literatura se utiliza la aproximación de Poisson a
procesos de Bernoulli, mientras que en el desarrollo de
este trabajo se emplea directamente un proceso de
Bernoulli.

El Modelo

El genoma se puede establecer como una sucesión G

cuyas componentes iw pertenecen a un conjunto finito.

 gwwwG ..........,, 11 , Bwi  , g....,1,2,......i (1)

En donde B está constituido por los nucleótidos A, G, C y

T (De acuerdo a la inicial de la base nitrogenada que
poseen: adenina, guanina, citosina, y timina,
respectivamente), mientras que g es la longitud de G , es
decir el número de nucleótidos que constituyen el genoma.

Bajo este modelo, se asume a la sucesión G como una
muestra aleatoria (con sustitución) del conjunto B.

La técnica de Secuenciación Genómica Total (whole
genome shotgun) consiste en fragmentar varias copias
del genoma y de los fragmentos generados, se selecciona
una muestra de fragmentos constituidos por L bases.
Posteriormente los fragmentos seleccionados son
secuenciados y ensamblados en bloques de acuerdo a la
similitud de sus extremos. A partir de los bloques se
determina la secuencia del genoma.

El modelo de fragmentación tiene como componentes
básicas: un parámetro de longitud y una sucesión de

variables aleatorias  nX con las siguientes propiedades

.,,.........,, 321 XXX son independientes

iX ~ )( pBer para todo i (2)

En donde gmp  y m es el número de fragmentos

secuenciados, es decir que el parámetro es proporcional
al tamaño de la muestra1.
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En la expresión (2), )( pBer , denota a la distribución

Bernoulli con parámetro, de manera que para cada i =
1,2,3,...

    011  ii XPpXP

Con relación al genoma G en (1), la interpretación de

iX es la siguiente: Si iX =1, entonces el fragmento que

inicia en la posición i del genoma y se prolonga L unidades

es analizado y secuenciado, mientras que si iX = 0, no se

analiza fragmento alguno cuyo extremo izquierdo sea la i-
ésima posición. De esta manera es natural asociar con
cada variable aleatoria un segmento de los números
naturales como se hace en la siguiente definición.

Definición 1. Para cada k = 1,2,3,..., el segmento kI

de números naturales está definido mediante.

:kI )Lk, k  , si 1kX .

:kI 0, si 0kX .

La variable de estudio en este trabajo es la tasa de
cobertura, la cual se refiere a la proporción de posiciones
del genoma que son efectivamente analizadas en el proceso
de secuenciación. Esta variable se expresa en términos
de variables de cobertura, ambas se definen a
continuación.

Definición 2. Las variables de cobertura ,...,, 321 YYY

se definen para i = 1,2,3,..., como: 1iY , si kIi , si

para algún k

0iY , si kIi para todo k

Definición 3. Para cada entero positivo, la tasa de

cobertura hasta la posición n se denota mediante n y

se define mediante 



n

1k
kn Y

n

1
α

A continuación se enunciarán dos lemas que son
importantes en el análisis subsecuente. En el lema 1 se
enumeran las propiedades de las variables de cobertura.,
en el lema 2 se establece el comportamiento límite de la
varianza de la tasa de cobertura.

Lema 12

(i) Para cada Li    i
i p)-(1-11YP  esto es

iY 

))-(1-1( ipBer

(ii) Para cada Li    L
i p)-(1-11YP  esto es 

(iii) Para

(iv) Para para i , j enteros positivos. Si Lij  .

Entonces los vectores  i21 Y,......,Y,Y y

(v) Dos vectores  di1ii Y,......,Y,Y  y

 dj1jj Y,......,Y,Y  son idénticamente distribuidos.

cual Li  y Ldij 

 ......Y,Y,Y 2j1jj  son independientes

Lema 2 Para cada Ln  defina lo siguiente





n

Li
in Y

n 1

' 1
  






Ld

Ld

dv :

en donde         LdL
pppd  111 si

Ld   0d si Ld

En este caso     vdLim
L

Ld
n

 



 '

nVarn

Distribución Límite

Una sucesión  nW de variables aleatorias converge

en distribución a la distribución normal con media 0 y

varianza v denotada por  vN ,0 , si para todo x

   vxxWP n
n

/lim 


(3)

donde   



x

x dxevx 2/2

2

1
/


es la función de

distribución normal estándar. Cuando (3) ocurre para todo

x , se escribe    vNW
d

n ,0 .

El resultado central de este trabajo se formula a
continuación.

Teorema 1. Conforme n

,v) N() - α (αn
d

*
n 0

El instrumento básico para establecer este resultado
es el siguiente teorema clásico, conocido como Teorema
Central del Límite, cuya demostración puede encontrarse,
por ejemplo en (Lange, 2003).
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Teorema 2. Sean ,.......,, 321 TTT variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas con media 
y varianza v . En estas circunstancias

,v) N( -  μT
n

n
dn

i
i 0

1

1












Este teorema no puede ser utilizado directamente para
obtener el Teorema 1, debido a que como lo establece el

Lema 1, las variables de cobertura iY no son

idénticamente distribuidas y aún más importante no son
independientes, como lo demuestra el hecho que la

covarianza entre dos variables distintas iY y jY no son

necesariamente 0. La estrategia para demostrar el
Teorema 1 usará el Teorema Central del Límite después
de hacer las adecuaciones necesarias. El punto de partida
es introducir las siguientes variables aleatorias auxiliares.

Definición 4. Sea r un entero positivo fijo, para k =
1,2,3,...... defina







L) L) (r(k -

) L) (r(k-i
ik Y

L
 : δ

11

111

1







)Lk (r

L)L)(r(k-i
ik Y

L
 : β

1

111

1
(4)

Con esto se divide a las variables de cobertura en grupos
sucesivos de tamaño (r + 1). Después de formar los grupos,
el promedio de las primeras L variables se usa para

construir k , mientras que el promedio de las restantes L r

variables genera k . Note que para cada kj  , las

variables de cobertura involucradas en el promedio k

tienen índice que supera en, por lo menos, L unidades al

índice de cualquier variable aleatoria iY que aparece en

el promedio j , y a partir del lema 1(iv) se desprende

que
1 ,

2 , 3 , ..... son independientes, mientras que la

parte (v) del mismo lema implica que estas variables tienen
la misma distribución. Similarmente, puede establecerse

que las variables k son independientes. Estas

conclusiones se establecen formalmente en el siguiente
lema.

Lema 3. Con la notación en la definición 3.5.1

(i)
1 ,

2 , 3 , ... son independientes

(ii)
1 ,

2 , 3 , ... son independientes e idénticamente

distribuidas

Lema 4. Para cada L)1r(2 n ,  *-n  n
se

representa como   nnn
*

n  R  D  Z - ααn 

En donde  L* p--  α 11 y las variables del lado derecho

satisfacen las siguientes propiedades

(i)  2r nLRn 

(ii)   0nDE y  
 1


r

L
DVar n

(iii) )(0, r

d

NZn  y    '
)L(rr α L Var  r τ 11 

El siguiente lema es la última etapa antes de la
demostración del Teorema 1.

Lema 5. Dado  1,0 sea n tal que

2
)2(








 




Lr
n (5)

y   nnn
* RDZ-n  n

. En este caso, las

siguientes desigualdades son válidas:

    
2

*

)1(

1
2







r
xZPxnP nn (6)

    
2

*

)1(

1
2







r
xZPxnP nn (7)

Demostración. Como punto de partida note que (5)

implica que  nLr )2(

de donde se desprende que nR (8)

Y dado que x , observe que

  nnn
*

n  x - RDZxααn 

 xDZ nn

donde se utilizó (8) para establecer la implicación. Por lo tanto

      xDZxn nnn
*

     nnnnnn DxDZDxDZ ,,
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     nnnn DDDxZ ,

     nnn DDxZ ,

     nn DxZ ,2

Por lo tanto

        nnn DPxZPxnP ,2*

Observe que la desigualdad de Chebichev y el Lema 4 (ii) implican que

   
22 )1( 





r

LDVar
DP n

n (9)

y combinando éstas dos últimas relaciones se obtiene

    
2

*

)1(
2







r

L
xZPxnP nn

estableciendo (6). El argumento para demostrar (7) es similar. Note que a partir de (8) se obtiene:

2 xZn  xRZ nn . Por lo tanto

     xRZxZ nnn 2

 nnn DxRZ  

     nnnnnnnnnn DDxDRZDDxDRZ ,,

     nnnnn DDxDRZ ,

    nnnn DxDRZ

Por lo tanto        nnn DxnxZ 2 *

y entonces vía   nnn
* RDZ-n  n

se desprende que

        nnn DPxnPxZP 2 *

y empleando (9)

    
2

*

)1(

1
2







r
xZPxnP nn

Demostración del Teorema
Dado  1,0 sea n tal que   222

/2 Lrn  , de manera que las desigualdades (6) y (7) en el Lema 5 son
válidas. Tomando como límite conforme n tiende a  en las mencionadas desigualdades, se desprende que

    xnP
r

C
xZP n

n
n

n







*

2
lim

)1(
2lim 




    
2

*

)1(
2limlim







 r

C
xZPxnP n

n
n

n

Recordando que )(0, r

d

NZn  , por el Lema 4 (iii), se tiene que

    rn
n

xxZP  


2lim

y similarmente     rn
n

xxZP  


2lim . Por lo tanto:
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2

*

2 )1(
lim

)1( 











 r

C
xxnP

r

C
x rn

n
r (10)

Por otro lado de acuerdo al Lema 2    vαn  Var  '
n

n



lim de manera que

   vαLVar r '
Lr   )1()1( si r ,

de manera que a partir de la fórmula para
rτ se desprende que vτ r

r



lim .

Combinando este hecho con la continuidad de   , después de tomar el límite cuando r tiende a  en (10) se

obtiene que         r
*

n
n

r τεxΦ     xααnP    τεxΦ 


lim .

Y tomando el límite en ésta relación conforme  tiende a cero por la derecha, se arriba a

      vxxnPvx n
n




lim * de manera que   ,v) N( - αα n
d

*
n 0

A partir del Teorema 1 se establece el siguiente intervalo de credibilidad para la tasa de cobertura. Denotando a

2cz como el percentil derecho de orden 2c para la distribución normal estándar, se tiene que para ‘ n grande’,

        - c vvz - ΦvvzΦvzααnvzP ccc
*

nc 12222 

Conclusiones

La tasa de cobertura n estandarizada, se distribuye asintóticamente normal, y como el tamaño del genoma es

grande, se tiene que g se ubica, con probabilidad aproximadamente1-c, dentro del intervalo gvzc 2
*  .

Como se indicó anteriormente, el parámetro p es proporcional al número de fragmentos secuenciados en la técnica,
por lo tanto este intervalo indica los valores entre los que se ubica la proporción de nucleótidos analizados en función
del tamaño de la muestra de fragmentos secuenciados
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