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Capitulo 1

El Problema de Fragmentacion

El propésito de este capitulo es presentar una descripcion intuitiva del problema
que se analizara en este trabajo. En términos generales, el objeto central de es-
tudio es una sucesion G de cuyas componentes sélo se sabe que pertenecen a un
conjunto finito B; atendiendo a la motivacion biolégica, los miembros de B se de-
nominan bases, mientras que la sucesion G serd referida como el genoma de interés.
Se supone que G es una sucesion ‘larga’, y en una primera aproximacién es util
pensar que sus componentes conforman una muestra aleatoria (con sustitucién) del
conjunto de bases B. El problema central es identificar los elementos del genoma
bajo la siguiente condicion: sdlo es posible determinar las componentes de cadenas
‘cortas’, cuyas longitudes son mucho menores que la de G. En estas condiciones,
copias de G se someten a un proceso de segmentacién que genera fragmentos lo su-
ficientemente cortos para que sus componentes sean identificadas, y posteriormente
dichos segmentos se acoplan para formar bloques mayores de componentes conoci-
das, obteniendo informacién sobre la estructura de G. El tema de este trabajo es el
estudio de un modelo para este proceso de fragmentacion y acoplamiento, el cual
permite abordar problemas como determinar la longitud esperada de un bloque,
o encontrar la distribucién asintética de la proporcion de componentes de G que

seran analizadas en el proceso.



Introduccion

Este trabajo trata sobre un modelo para el problema de determinar las compo-
nentes de una sucesion (cadena) G, cuyas componentes w; pertenecen a un conjunto
de ‘bases’ B:

§=(wi,wo,...,wy), w;€B, i=12,...,9, (1.1.1)

Este problema se estudia para dar respuesta a diferentes interrogantes sobre la
‘Secuenciacion Gendmica total’, una técnica de laboratorio en la que se analiza el
genoma de algin organismo para determinar su secuencia. En el contexto de ésta
técnica, B consiste de las cuatro bases A,G,T y C (adenina, guanina, timina y
citosina, respectivamente) y G es el genoma de interés, mientras que g es la lon-
gitud de G, es decir, el numero de bases que constituyen el genoma. Ahora bien,
existe una limitante en la secuenciacién: en forma directa, solo es posible determi-
nar la secuencia de fragmentos de un maximo de 700 bases (M.Pop, 2002), por tal
motivo es imposible secuenciar directamente algiin genoma, pues el genoma mas
pequeno del que se tiene registro es el de Mycoplasma genitalium que consiste
de 580,070 bases mientras que por ejemplo el de la especie humana esta confor-
mado por cerca de 3 billones de nucledtidos (J.CraigVenter,2001). Para superar
ésta limitante, la técnica se realiza mediante dos procesos, el primero denominado
proceso de fragmentacion, consiste en segmentar una gran cantidad de copias del
genoma para generar una poblacién de fragmentos. A partir de ésta poblacion
se selecciona una muestra de fragmentos de tamano adecuado y se determina su
secuencia. El siguiente proceso denominado proceso de acoplamiento, consiste en
comparar la secuencia de los fragmentos muestreados, para irlos agrupando de tal
manera que se formen bloques. Al final de este proceso se obtendran una serie de
bloques que serviran para determinar la secuencia total del genoma. En las sigu-
ientes secciones se presenta una versién simplificada del proceso bioldgico real de
fragmentacién y acoplamiento, y las ideas discutidas seran la base para formular

el modelo probabilistico analizado en el resto del trabajo.



Fragmentos

Considere un gran nimero de copias G1,Ga,...,Gn de la sucesién G en (1.1.1),
las cuales se romperan, en fragmentos de longitud L > 0, donde L es ‘mucho
menor’ que la longirud g del genoma G. Por simplicidad, suponga que cada copia,
al someterse al proceso de ruptura, genera un solo fragmento de longitud L. En la
practica este proceso se lleva a cabo, sometiendo una gran cantidad de copias del
genoma a altas presiones lo que ocasiona que se generen fragmentos de diversos
tamanos. Posteriormente se efectiia una técnica llamada electroforésis, en la que
los fragmentos se colocan en el extremo de un recipiente que contiene gel. A
continuacion se genera un flujo de corriente electrica que hace que los fragmentos
sean atraidos hacia el otro extremo del recipiente. La magnitud del movimiento de
cada fragmento depende de su ntimero de bases, por lo cual los fragmentos quedan
separados de acuerdo a su longitud, lo que hace posible que sean seleccionados solo
aquellos que posean una longitud L (E. Myers, 1999). Los posibles fragmentos de

longitud L son

Fy = (w1, we,...,wr)

Fy = (wp,ws,...,wi4r)

F3 = (w3, wa,...,watL) (1.2.1)
Fg—L—|—1 = (wg—L—Fl)wZa coe 7wg)

Los fragmentos obtenidos pueden ser considerados como seleccionados al azar entre
todas las alternativas posibles, por lo que cada vez que una copia de G se rompe,

la probabilidad de obtener un fragmento F; especifico es

1

1
=~ 1.2.2
g—L+1 g ( )

p

donde la aproximacién se debe a que L es ‘pequenio’ comparado con g. Como la
segmentacion se realiza N veces, al final de la division el analista tiene ante si una

poblacién de N fragmentos de longitud L, y en esa poblaciéon cada segmento F;
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se repite, aproximadamente, Np veces. Ahora deben seleccionarse algunos frag-
mentos para secuenciar. Los fragmentos no tienen marca alguna que, ‘a primera
vista’, le indiquen al analista su posicién dentro del genoma G. Por esta razon,
se seleccionan fragmentos al azar para determinar su contenido; debido a que,
aproximadamente, hay Np copias del fragmento F; dentro de la poblacién de N
segmentos, la probabilidad de obtener F; en una seleccién particular es

N
Wp = p; (1.2.3)
mas aun, como NN es ‘grande’, el proceso de muestreo puede considerarse con susti-
tucion, al menos para tamanos de muestra moderados. Una pregunta que surge
naturalmente en este momento, es jcémo reconocera el analista que dos fragmen-
tos analizados corresponden a la misma posicién dentro del genoma? Desde luego,
si dos segmentos analizados corresponden a las mismas posiciones dentro de G,
entonces sus contenidos son iguales. En adelante, se supondra que el reciproco
de esta afirmacién es cierto, esto es, si dos segmentos de longitud L tienen las
mismas componentes, entonces se ubican en la misma posicién dentro del genoma.
A continuacién se verd que esta hipotesis es razonable, al menos si G puede con-
siderarse como una muestra aleatoria de la poblacion de bases B. En efecto, en
estas circunstancias, cada fragmento F; es una muestra aleatoria de tamano L de
B, y el hecho de que F; y F; tengan el mismo contenido cuando ¢ # j significa
que dos muestras diferentes de tamano L coinciden, lo que constituye un evento
de probabilidad ‘pequenisima’ aun para valores moderados de L. Por ejemplo,
suponiendo que B tiene cuatro componentes, y que ¢ — j > L, de manera que F; y
F; no tienen posiciones en comun, la probabilidad de que F; y F; tengan el mismo
contenido es igual a Y (1/4%)? = 1/4L, donde la suma se extiende sobre todas las
muestra ordenadas o de tamaiio L de la poblacién B; note que 1/4% decrece muy
rapidamente y, aun para valores moderados de L, es un nimero pequeno.
Aunque en las aplicaciones es dificil sostener que G constituya una muestra

aleatoria del conjunto de bases (M.Pop,2002), este argumento muestra que el



supuesto de que si dos segmentos tienen el mismo contenido entonces se ubican en
la misma posicion dentro de G es una hipéteis razonable. La discusiéon precedente
puede resumirse como sigue: Después de fragmentar un gran nimero N de copias
de G, se dispone de una poblacion de segmentos en la que el nimero de fragmentos
iguales a F; es aproximadamente Np ~ N/g. Por lo tanto, al seleccionar un frag-
mento aleatoriamente, la probabilidad de que el fragmento seleccionado coincida
con un segmento particular Fj es p ~ 1/g. Mds atn, es razonable suponer que dos
segmentos diferentes F; y Fj, los cuales se ubican en posiciones distintas dentro
de G, no tienen la misma constitucién. Note que la probabilidad p ~ 1/g de que
un segmento seleccionado al azar coincida con uno especifico es bastante pequena,
pues la longitud g el genoma es grande. A continuacén se verd que la probabilidad
de que el fragmento particular F) sea seleccionado, y por lo tanto secuenciado,

puede incrementarse siguiendo un plan de muestreo adecuado.

Probabilidad de Secuenciar un Fragmento

Suponga que el analista extrae al azar una muestra de la poblacion de fragmentos

hasta que obtiene m distintos segmentos. Como la eleccién es aleatoria, la probabil-

idad de que los fragmentos seleccionados conformen el conjunto {F;,, Fi,, ..., F; }
es la misma para todos los indices diferentes i1, 49, ..., %,. De acuerdo a (1.2.1), el
nimero de fragmentos diferentes es

M:=g—L+1, (1.3.1)

y entonces, para cada conjunto {F; , Fi,, ..., F; } de m segmentos distintos se tiene

17 297 °

que la probabilidad de que sea seleccionado es (Casella y Berger 2001, Dudewicz y

Mishra, 1988)
1

o

Por lo tanto, denotando mediante p; a la probabilidad de que un fragmento es-

P{F,,F;,,....,F; } =



pecifico F; pertenezca a la muestra, se obtiene que

p; = P[F} pertenece a la muestra seleccionada]

(m1) _ m
- Z P{Fil,FiZ,...,Fim}: i :M’
je{Fil,FiQ,...,Fim} (m)
esto es,
pj:g_—nLZlemPEp, J=123...; (1.3.2)

vea (1.2.2) y (1.3.1). Por lo tanto, la probabilidad de analizar un segmento es-
pecifico no depende de j y es proporcional al tamano de la muestra m. Esto pone
de manifiesto que el instrumento que el analista tiene para ‘controlar’ la probabil-
idad de secuenciar un segmento es el tamano de la muestra: variando m se puede
lograr que p; = mp alcance un nivel deseado.

Considere ahora la probabilidad p; ; de que dos fragmentos distintos F; y F}

sean secuenciados, la cual estd dada por

pi,; = P[F; y F; pertenece a la muestra seleccionadal

(M—Q)
- Z P{Fi17F’i27"';Fim}: m]\;2 =
i,j€{Fiy ,FiyyresFiy, } (m)

Puesto que M = g — L + 1 es ‘grande’, se tiene que

m m
Pi,j = Vi X Vi = PiPj,
de manera que la inclusién de un fragmento F; en la muestra es, ‘practicamente’,
independiente del evento de que otro segmento F; sea también analizado. Estas
observaciones son la base para el modelo formal de fragmentacién que se introducira
en el capitulo siguiente. De hecho, el modelo esta basado en variables aleatorias X;
que asumen valores cero y uno, donde X; = 1 ( resp. X = 0) se interpreta como
la inclusién (resp. ausencia) del fragmento F; en la muestra, y se supondra que
P[X; = 1] = p para todo i, y que X; y X, son independientes para i # j; de hecho,
por simplicidad en la argumentacion, en el modelo se supondré la independencia

conjunta de todas las variables X;, y no sélo la independencia por parejas.



Bloques

Después de seleccionar m fragmentos distintos, lo que el analista sabe sobre la
estructura de G es la composicion de m tramos del genoma, cada uno de longitud
L. Sin embargo, no conoce la ubicaciéon de dichos segmentos dentro de G. Esto
se debe a que al seleccionar un fragmento, digamos F5, el analista no dispone de
ninguna evidencia para saber que el segmento se inicia en la posicién cinco, y lo
unico que puede hacer, y hace, es determinar las L componentes de dicho segmento.
Asi, después de secuenciar los m fragmentos es necesario buscar ‘acoplarlos’ para
ampliar la porciéon de componentes consecutivas identificadas. Para clarificar esta
idea, suponga que A; y Ay son dos fragmentos cuyas componentes ya han sido
determinadas. La pregunta que debe responderse es si hay evidencia de qué las
posiciones ocupadas por A; y As se traslapan en el genoma. Para abordar esta
cuestién, suponga que ¢ (o mds) componentes extremas de A; coinciden con ¢

componentes extremas de As como se ilustra a continuacion:

Al. Kk ok ok ok kR okokoskook sk sk kokokok

(& J/
v~

¢ Componentes comunes

A

Skoksk sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok oK. - Ay

Si acaso A; y A, fueran dos segmentos disjuntos en el genoma, se tendria que el
tramo comun de /¢ elementos se repite en dos secciones ajenas de G. Pensando
en que las componentes de G fueron seleccionadas por medio de un mecanismo
aleatorio a partir del conjunto de cuatro bases B, la probabilidad de la repeticién
observada serfa 1/4%, la cual es muy pequefia atin para valores moderados de /;
por ejemplo, 1/4° < 0.001 cuando £ > 5. En este caso, sostener el supuesto de que
Ay y Ay son disjuntos teniendo un tramo de ¢ componentes en comun implica que
se ha observado un evento ‘muy raro’, y siguiendo la filosofia aplicada en la teoria
de pruebas de hipdtesis, se rechaza el supuesto de que A; y As ocupan posiciones
disjuntas dentro del genoma, esto es, se afirma que las posiciones ocupadas por A;

y As no son disjuntas, y como las £ componentes extremas son comunes, se declara
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que que A7 y As se intersectan precisamente en esas ¢ componentes, formando una
region R de 2L — ¢ posiciones en G cuyo contenido se conoce; en la figura anterior,
R abarca desde la extrema izquierda de A; hasta la extrema derecha de A;. A
continuacion, se considera otro segmento As el cual se pegara a la regién R si
tiene £ 0 mas componentes extremas en comun con ella. Este proceso de agrandar
R acoplando segmentos eventualmente termina, pues llega el momento en que
ninglin segmento restante se intersecta con la regién R que se quiere incrementar
en ¢ o mas posiciones. Esa regiéon de componentes ya conocidas que ya no se
puede agrandar maés se denomina bloque, y representa una region de posiciones
consecutivas dentro de G cuyo contenido se conoce; en la literatura inglesa, lo que
aqui se denomina bloque se llama contig (Ewens y Grant, 2005, Altshuler et. al.,
2000). Después de construir un bloque, se empieza con otro fragmento que no sea
algin bloque existente, y se trata de agrandarlo, acoplandolo con otros segmentos
de la manera descrita, hasta que se tiene una regién que ya no se puede agrandar
mas, obteniendo otro bloque. Esta construccién continia hasta que cada segmento
se ha incorporado a un bloque. La familia de bloques que se obtiene representa la
forma en que el analista obtiene informacién sobre G a partir de los fragmentos de
longitud L de que se dispone originalmente; en general, el niimero de bloques es
menor que el nimero original de fragmentos, mientras que la longitud de un bloque
excede a la de los segmentos iniciales. Esta idea intuitiva de bloque se formaliza

en el siguiente capitulo.

Los Problemas

El propdsito de este trabajo es responder, en términos probabilisticos, algunas
preguntas sobre el proceso de fragmentacion y acoplamiento descrito de forma
intuitiva en las secciones precedentes. Estas preguntas se refieren, primeramente,

a las componentes individuales w; del genoma G. Denote por «, a la proporcién
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de posiciones del genoma con indice menor o igual a n que son analizadas (y, por
lo tanto, determinadas) como parte de algin fragmento. Por ejemplo, suponga que
n =5, y que en la muestra no aparecen los fragmentos F, F, y F3, mientras F} si
aparece. En este caso, s = 2/5, pues las posiciones 4 y 5 se determinan al analizar
Fy, mientras que las posiciones 1,2 y 3 no se analizan, de manera que, entre las
primeras cinco posiciones, sélo dos de ellas son analizadas, y entonces a5 = 2/5 .
Desde luego, cada proporciéon a,, es una variable aleatoria, y entre los problemas

que se analizaran se encuentran las siguientes:
(i) Determinar E[ay,], el valor esperado de «,.

De particular interés en este problema es el caso n = g =longitud del genoma,
pues al investigador le interesa la proporcion del total de bases que seran analizadas.
Una férmula para E[agy] es importante pues, conociéndola, el analista sabra como
seleccionar la probabilidad p de que un segmento esté incluido en la muestra para
alcanzar un nivel deseado de E|a,]. Por otro lado, «,, es una variable aleatoria, asi
que, ain conociendo su esperanza, para tener una idea de los valores que «,, puede
tomar, o determinar un intervalo de credibilidad para esa proporcién, es necesario

conocer una medida de su variablidad, lo cual motiva el siguiente problema:
(ii) Determinar Var [o,], la varianza de o,.

Al conocer la media y la varianza de a,, la desigualdad de Chevichev permite

establecer que

P Bla] — ky/Varfan] < a, < Elag] + ky/Var[a,]] > 1 - %

de tal manera que, antes de realizar el proceso de seleccion y secuenciacion de
fragmentos, para cada n de interés puede decirse que, con probabilidad 1—1/k2, o,
pertenecerd al intervalo Ea, |+ k\/\m . La siguiente pregunta es interesante
si se recuerda que, en las aplicaciones, la longitud g del genoma es un nimero

bastante grande.
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(iii) ¢Es vélida una ley de los grandes numeros para la sucesiéon {«a,}?. Maés
explicitamente, jexiste una constante (3 tal que, en algun sentido, la sucesion {«,, }

converge a 37

En esta direccién, se demostrara que la sucesién {«a,,} si converge con prob-
abilidad uno a una constante (3, de manera que, debido a que la longitud g del
genoma es‘grande’, es ‘practicamente’ seguro que, g, la proporcién de posiciones
del genoma que son analizadas, sea un nimero muy cecano a (3. Finalmente, con
el propésito de establecer intervalos de credibilidad para la proporcién de posi-
ciones del genoma que sera efectivamente analizada, es conveniente determinar si
la sucesién {a,, } tiene una distribucién asintética. El siguiente resultado es una de

las principales contribuciones de este trabajo:

(iv) Conforme n se incrementa, la distribucién de /n (o, — E|ay,]) converge a la

distribucién normal con media cero y varianza v = lim,,_,o, nVar [a;,].

Por medio de este resultado, es posible obtener intervalos de credibilidad
para «g, los cuales son méds cortos que los obtenidos mediante la desigualdad de
Chebichev. Por otro lado, como ya se ha mencionado, la forma en que el inves-
tigador extrae informacion sobre la composicion del genoma es por medio de la
construccién de bloques delineada anteriormente: Por supuesto, los bloques son
objetos aleatorios, y los siguientes problemas se refieren a propiedades de su dis-
tribucion.

(v) Determinar la distribucién de la longitud de un bloque, y encontrar su valor

esperado.

Una respuesta a este problema permite al investigador disenar el plan de
muestreo para lograr obtener bloques ‘grandes’. Por otro lado, entre menos blo-
ques haya, se tendra que el analista ha logrado una mejor identificacién de los

componentes del genoma, razén por la cual el siguiente problema es interesante.

(vi) Encontrar la distribucién del nimero de bloques y su valor esperado.
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Antes de concluir este capitulo e iniciar el desarrollo técnico, es conveniente
establecer que, la principal diferencia entre el enfoque de este trabajo y el mod-
elo cominmente estudiado, por ejemplo, en Ewens y Grant (2005), es que en
la literatura se utiliza la aproximacién de Poisson a procesos de Bernoulli, y la
construccién de bloques no impone una interseccién minima a la metodologia de
acoplamiento, mientras que en el desarrollo de este trabajo se emplea directamente
un proceso de Bernoulli y si se requiere una interseccién minima de ¢ componente
para poder acoplar dos fragmentos analizados.

Por otro lado, la principal contribucion de este estudio, al cual se ubica en
el Capitulo 3, consiste en establecer la normalidad asintética de la sucesion de
promedios de bases analizada {a,,}. La idea detras del andlisis que condujé a ese

resultado, proviene del drea de series de tiempo estacionarias (Brockwell y Davis,

1998, 2002).



Capitulo 2

El Modelo

En este capitulo se formula un modelo probabilistico para el problema de secuen-
ciacién descrito anteriormente. La componente central del modelo es una sucesién
de variables aleatorias de Bernoulli, cuyo papel es indicar si un fragmento es anal-
izado o no. A partir de esta sucesién, se introducen las ideas de intensidad, vari-
ables y tasas de cobertura, asi como la nocién de bloque, conceptos alrededor de

los cuales gira la parte técnica de este trabajo.

Introduccion

El propésito de este capitulo es introducir el entorno probabilistico que se
utilizara para analizar los problemas planteados previamente. La discusiéon inicia
en la Seccién 2 presentando los objetos béasicos del modelo, a saber, una pareja de
numeros L y ¢, asi como una sucesién { Xy} de variables aleatorias de Bernoulli,
las cuales se usan para indicar si el intervalo (segmento) de nimeros naturales Zj
que empieza en k y se prolonga L unidades hacia la derecha, es secuenciado o no.
Posteriormente, en la Secciéon 3 se formula, la idea de intensidad del proceso de

muestreo que se emplea para secuenciar el genoma, mientras que en la Seccién 4
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se introducen las nociones de variables y tasas de cobertura. Finalmente, en la
Seccion 5 se presenta la definicion formal de bloque; el estudio de las propiedades
de bloques y tasas de cobertura permitira dar respuesta a los problemas planteados

en el capitulo precedente.

Componentes Basicas

El modelo de fragmentacién y acoplamiento tiene dos componentes basicas: una
pareja de enteros positivos L y £, que satisfacen L > ¢ y se denominan parametros
de longitud y acoplamiento, respectivamente, y una sucesién de variables aleatorias
{X,} con las siguientes propiedades:

X1, X2, X3,..., son independientes;
(2.2.1)
X; ~ Ber(p) para todo i;

como es usual, en este enunciado Ber(p) denota a la distribucién de Bernoulli con
parametro p, de manera que la segunda de las condiciones en (2.2.1) expresa que,

para cada i =1,2,3,...,
P[X;,=1=p=1-P[X,; =0]. (2.2.2)

Con relacién al genoma G en (1.1.1), la interpretaciéon de X; es la siguiente: Si
X,; =1, entonces el fragmento que inicia en la posicién ¢ del genoma y se prolonga
hasta que se cubren L unidades a la derecha es analizado y secuenciado—esto es,
sus componentes son identificadas—mientras que si X; = 0, no se analiza fragmento
alguno cuyo extremo izquierdo sea la i-ésima posicién. De esta manera, es natural
asociar con cada variable aleatoria X; un segmento de los niimeros naturales como

se hace a continuacién.

Definition 2.2.1. Para cada k£ = 1,2,3,..., el segmento Z; de niimeros naturales

estd definido mediante

 JlkE+L), siX,=1,
Tei= {@), si Xp =0,
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donde se utiliza la siguiente notacion: para enteros positivos a y b,

a,b):={a,a+1,...,b—1}.

Con esta notacion, los enteros dentro de 7 representan las posiciones de G
cuyo contenido serd determinado si X; = 1. El pardmetro de acoplamiento se

utiliza e interpreta mas adelante.

Intensidad de Cobertura

En esta seccién se introduce una idea central en el estudio del modelo de frag-
mentacién y acoplamiento, a saber, un indicador de la intensidad con que el genoma
esta siendo analizado. Dicho indice es el nimero esperado de veces en que una
posicién especifica del genoma es analizada como parte de uno de los segmentos
T

Como punto de partida, note que el contenido de una posicion del genoma
puede ser, en general, determinado varias veces, tantas como el nimero de in-
tervalos Z; a los que pertenezca. Por ejemplo, suponga que L = 10, y que
X3 = Xg = X9 = X1 = 1, mientras que X = 0 si k£ # 3,8,9,21. En estas
cirunstancias, los tnicos intervalos Zg no vacios son Z3,7Zg,Zg € Zo1. Observando

que
T3 = {3,4,5,...,12}

Is = {8,9,10,...,17}
Ty ={9,10,11,...,18}
Ty ={21,22,23,...,30}
se desprende que la posicion 4 es identificada solamente una vez, como miembro del
segmento Z3, la posicion 9 es determinada tres veces, como miembro de Z3, de Zg y

de Zy, la posicién 18 se identifica dos veces, pues 18 pertenece a Zg e Z51, mientras

que 24 se identifica solamente una vez, como miembro de Zo;. Por supuesto, las
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posiciones 2 y 33 no se identifican vez alguna, pues ni 2 ni 33 pertenecen a alguno
de los segmentos Zx. El aspecto que se desea enfatizar con esta discusion, es que
el nimero de veces en que el contenido de una posicién del genoma se analiza y
determina, es una wvariable aleatoria. Para cada entero positivo 7, defina

N; = Ii € Iy]. (2.3.1)

k>1

En el lado derecho de esta igualdad, el término I[i € Zj] es uno cuando i pertenece
al segmento 7y y cero de otro modo, de tal manera que N; es el nimero total
de intervalos que contienen a la posicién 7, y por lo tanto es igual al niimero de
ocasiones en que la posicién i es secuenciada (determinada). Como se muestra a
continuacion, V; tiene, siempre, una distribucion binomial, y ésta es la misma para

todo 7 > L.

Teorema 2.3.1. Sea N; la variable aleatoria definida en (2.3.1). En este caso

N; ~ B (min{L,i},p), (2.3.2)

donde B (a, b) denota a la distribucién binomial con pardmetros a y b. Por lo tanto,

E[N;]=ip, i<L, E[N;]=Lp, i>L. (2.3.3)

Demostracion. Dados dos enteros positivos ¢ y k, primero se demostrard que la

funcién indicadora I[i € Zj] puede expresarse como

. Xy, sii—L+1<k<i,
I[ZEI’“]_{O, sik<i—L+16k>i.

(2.3.4)
Con este propdsito, note que I[i € Zy| = 1 significa que i € Zp—de manera que Zj
es no vacio—Ilo que ocurre solamente cuando X; = 1. A partir de esta observacion,
la Definicién 2.2.1 permite establecer la siguientes equivalencias:

i€y <— Xp=1yademasiec{k,k+1,....,k+L—1}

= Xy=1, y k<i<k+L-1;



16

observando que la relacion k < ¢ < k4 L—1 puede expresarse como i—L+1 < k <

se desprende que
1€l <— Xpx=1yi1—L+1<k<u. (2.3.5)

Por lo tanto, la inclusién ¢ € Z; no ocurre cuando la condicion 1 — L+ 1 < k <1
no se satisface, esto es cuando alguna de las desigualdades k <i—L+106 k > i se

cumple, de manera que
IieZy| =0 sik<i—L+4+16k >,

de conformidad con lo estipulado en el segundo caso de (2.3.4) Suponga ahora que
i— L+ 1<k <i. En estas circunstancias, (2.3.5) muestra que X = 1 equivale
a la inclusién i € Zy, la cual a su vez es equivalente a I[i € Z;] = 1. Por lo tanto,
X =1siysélosiI[i € Z;] = 1; como X, y la funcién indicadora I[i € Zx| toman

solamente los valores cero y uno, se desprende que
I[ZEIk] =X, sit—L+1<k<u.

Combinando las dos tltimas relaciones desplegadas se obtiene (2.3.4). Ahora la
conclusiones del teorema pueden establecerse como sigue: A partir de (2.3.1) y
(2.3.4) se desprende que

N; = _I[i € I

k>1

= Z Xk,

1<k, i—L+1<k<i

(2.3.6)

y observando que las desigualdades i — L+ 1 < k y 1 < k equivalen a max{i — L +

1,1} <k, se desprende que

N, = Z X5. (2.3.7)
max{1,i—L+1}<k<i

Considere ahora los siguientes casos:
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Caso 1: i < L. Bajo esta condicién se tiene que ¢ — L < 0 de manera que

i—L+1<0,y entonces max{1l,i — L + 1} = 1. Por lo tanto, (2.3.7) implica que
i
Ni= Y Xpe=> Xi, i<L, (2.3.8)
1<k<i k=1
lo cual muestra que N, es una suma de 7 variables aleatorias independientes con

distribucién de Bernoulli, de donde se desprende que
para i < L se tiene que N; ~ B (i,p), vy entonces FE|[N;] = ip; (2.3.9)

(Koski 2002), Casella y Berger (2001).

Caso 2: ¢ > L. En esta cirunstancia ¢ — L > 0 de tal forma quet—L+1> 1,y

entonces max{1l,i — L+ 1} =i — L + 1, y a partir de (2.3.7) se obtiene

Ni= ) Xe= Y X ixL, (2.3.10)
i—L+1<k<i k=i—L+1

mostrando que N; es una suma de L variables aleatorias independientes con dis-

tribucién de Bernoulli. Por lo tanto,
si ¢ > L entonces N; ~ B(L,p), vy consecuentemente F[N;| = Lp.

Combinando este enunciado con (2.3.9) se obtienen las conclusiones establecidas

en (2.3.2) y (2.3.3), concluyendo la demostracion. O

De acuerdo al Teorema 2.3.1, para ¢ > L, el niimero esperado de veces en que el
1-ésimo elemento del genoma serd cubierto por segmentos que seran secuenciados
es Lp. Este nimero desempena un importante papel en el desarrollo del trabajo,

especialmente al obtener aproximaciones para diversas cantidades de interés.

Definition 2.3.1. La intensidad de cobertura, denotada mediante x, se define medi-
ante

Kk:= Lp.
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Ademas de representar el nimero esperado de veces que una posicion del
genoma serd analizada, x también tiene otra interpretacion interesante. Denote
mediante |Zj| a la longitud del segmento Zj, en la Definicién 2.2.1, de manera que
|Zk| = L si X} = 1, mientras que |Zx| = 0 si X} = 0; por lo tanto, E[|Zx|] = pL.
La longitud total £ de todos los segmentos 7, los cuales seran secuenciados, es

L=319_,|Zkl|, y su valor esperado es

g g
ElL] =) El|Lll=) pL=pLg.
k=1 k=1
y entonces
E|IL
ElE _or s
9

Por lo tanto, x es la razén de la longitud total analizada con relacién a la longitud
del genoma, mostrando, de nueva cuenta, que x mide la intensidad con que se trata

de analizar las posiciones de G.

Variables y Tasas de Cobertura

En esta seccién se introduce una sucesion {Yj} de variables indicadoras. Cada
variable Y; asume sélo los valores cero y uno, y por lo tanto es una variable de
Bernoulli. Lo que el valor uno para Y}, indica es que la k—ésima posicién del genoma
G fue efectivamente secuenciado como miembro de alguno de los segmentos Z; en

la Definicién 2.2.1. Formalmente, esta idea se introduce a continuacion.

Definition 2.4.1. Las wvariables de cobertura Yi,Y5,Ys, ... se definen como sigue:
Para:=1,2,3,...,
Y, = { 1, s% z € I; para algun k,
0, sii¢ Zy para todo k.
Una parte importante del andlisis subsecuente se refiere a la proporcion de
posiciones del genoma que son efectivamente analizadas en el proceso de secuen-

ciacion. Estas proporciones (o tasas) de cobertura se introducen a continuacion.
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Definition 2.4.2. Para cada entero positivo, la tasa de cobertura hasta la posicion

n se denota mediate a,, y se define mediante

_ 2 k=1 Ve
P

Qp

Puesto que la longitud del genoma ¢ es ‘grande’, es interesante investigar el
comportamiento de las tasas de cobertura a,, conforme n crece. Este trabajo se
desarrolla en el siguiente capitulo, y esta basado en las propiedades de las variables

de cobertura establecidas a continuacion.
Lemma 2.4.1. (i) Para cada i < L, P[Y; =1] =1 — (1 — p)’, esto es,
Y; ~ Ber(1 — (1 —p)").
(i) Si i > L, entonces P[Y; = 1] =1 — (1 — p)E, y por lo tanto
Y; ~ Ber(1 — (1 —p)").
(iii) Para i # j,
Cov[¥;, Yj] = PIY; = 0,Y; = 0] - PIY; = 0]P[Y; = 0]

(iv) Suponga que i y j son enteros positivos con i < j.

(a) Sij > i+ L, entonces los vectores (Y7,Y2,...,Y;) v (Y;,Y,11,Yj42,...) son

independientes.

(b) Si j < i+ L, entonces
Cov[Y;, Y] = (1 _p)j—max{l,z‘—L+1}+1 -1 _p)min{i,L}—i—min{j,L}.

(c)Sii+ L >j>1i>L,entonces Cov[Y;,Y;] = (1 —p)E[(1—p)~t - (1 —p)L].

(v) Dos vectores (Y;,Yit1,...,Yitd) v (Y5, Yj41,...,Yj+q) son idénticamente dis-

tribuidos cuando i > Ly j >i+d + L.
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Demostracion. Como punto de partida, observe que Y; es uno, sélo cuando ¢
pertenece a alguno de los intervalos Zj, y como N; en (2.3.1) es el nimero de tales

intervalos que contienen a i, se desprende que
Y; = I|N; > 0]. (2.4.1)

Por lo tanto, Y; = 0 si y sélo si N; = 0, y utilizando la férmula (2.3.7) se obtiene

V=0 < > X, =0
max{1,i—L+1}<k<i (2.4.2)
<— X, =0, k=max{l,i—L+1},...,1.
(i) Suponga que i < L. En este caso i—L+1 < 0, de manera que max{1,i—L+1} =
1, y entonces Y; = 0 equivale a Xy =0 para k =1,2,...,i. Por lo tanto,

P[Y; =01 =P[X; =0,X5=0,...,X; = 0]

=(1-p)x{1-p)x---x(1-p)

(.

e

i factores
= (1-p);
vea (2.2.1) y (X). Por lo tanto, P[Y; = 1] = 1 — (1 — p)? y, consecuentemente,
Y; ~ Ber(1 — (1 — p)?).
(ii) Cuando ¢ > L, se tiene que i—L+1 > 1, y entonces max{i—L+1,1} = i—L+1,
de donde se desprende que Y; = O equivale a X = Oparak =i—L+1,i—L+2,..., 4.

Luego,
P[Y; = 0] = P[Xi_L+1 = OaXi—L—i—Q = 0,...,Xi = 0]

=1 -p)x(L-p)x--x(1-p)

-~

L factores
= (1 - p)L7

de tal manera que P[Y; =1] =1 — (1 — p)¥, de manera que
Y; ~ Ber(1 — (1 —p)%).

(iii) Defina Z; = 1 —Y; y note que cada Z; toma valores 0 y 1, asi que Z; tiene

distribucién de Bernoulli, y que Z; = 1 equivale a Y; = 0. Por lo tanto E[Z;] =
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P[Z; = 1] = P[Y; = 0]. Ademas, Z;Z; toma sdlo valores cero y uno, por lo que
también tiene distribucién de Bernoulli, y entonces E[Z;Z;] = P[Z;Z; = 1]; puesto
que Z;Z; = 1siysblosi Z; =1y Z; =1, se desprende que E|[Z;Z;] = P[Z; =
1,Z; =1 = P[Y; =0,Y; = 0], y entonces
Cov[Zi, Z;] = E[Z:Z;] — E[Zi|E[Z}]
= P[Y; =0,Y; = 0] — P[Y; = 0]P[Y; = 0].

Combinando esta igualdad con
Cov [Z;, Z;] = Cov [l - Y;,1 = Y] = Cov |V, Y]]

se obtiene la conclusion deseada.

(iv) (a) Observe que Y es una funcién de variables X, con r < k. Por lo tanto,

o (Y1,Y5,...,Y; es funcién de X1, Xs, ..., X;).

Por otro lado, Y} es funcién de variables X,. con » > k — L de tal manera uqe

o (Y;,Y;411,Yj40,...) es funcién de (X,;_r41, Xj—_r+2,...).

Luego, cuando j > i+ L los vectores (Y1,Ys,...,Y:) v (Y;,Yj41,...) dependen de

grupos disjuntos de variables X,., y la independencia de dichos vectores se desprende

de (2.2.1).

(b) Suponga ahora que 0 < j —i < L. Para calcular Cov [Y;, Y]], es conveniente
notar que j — L < 7y entonces j — L+ 1 < ¢ y puesto que ¢ es positivo se desprende
que

max{j — L+ 1,1} <.

Ademas, como j > i, se tiene que
max{j — L+ 1,1} > max{i — L+ 1,1}.
de manera que

max{i — L+ 1,1} <max{j — L+ 1,1} <i<j. (2.4.3)
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Ahora observe que (2.4.2) implica que

si y sélo si
Xpr=0 si max{l,i—L+1}<k<i 0 max{l,j—L+1} <k <y,
condicion que, via (2.4.3), equivale a
Xi=0 si max{l,i— L+ 1} <k <.

Por lo tanto,

PlY; =0,Y; =0] = P[Xy =0, max{1,i — L+ 1} <k < j]

J

= 1T P[X), = 0]

k=max{1,i—L+1}
J

= 11 (1-p)

k=max{1l,5—L+1}

donde las ultimas dos igualdades se deben a (2.2.1), y entonces
PD/Z = O,Y} = O] = (1 _p)j—max{17i_L+1}+l.

A continuacién, observe que las partes (i) y (ii) previamente establecidas implican
que

PlY;=01=(1 _p)min{z:L}, PlY; =0 =(1 _p)min{j,L}‘

Combinando las dos tltimas relaciones desplegadas con la férmula establecida en

la parte (iii) se obtiene que
Cov [YVZ,}/]] — (1 _ p)j—max{l,i—L+1}+1 - (1 _p)min{i,L}—i—min{j,L}-
(d) Cuand j > i > L se tiene que

max{l,i — L+ 1}=i—L+1, y min{i,L} =min{j,L} = L.
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Sustituyendo estas expresiones en la férmula obtenida en la parte (c¢) se desprende

que
Cov [Y;,Yj] = (1= p)/ 7 EFIH — (1= p)tHE = (1 = p)!"*E — (1 - p)*F
y entonces Cov [Y;, Y;] = (1—p)¥[(1—p)?~¢—(1—p)¥], concluyendo la demostracion.
v) Note que a partir de (2.4.1) y () se desprende que, para clerta funcion f,
N ir de (2.4.1 d d i funcié
1/72 - f(X’L'—L—i—lv Xi—L+27 o 7Xl)

Yirr = f(Xrv) =241, Xi+1)—n425 - - - Xig1)

Yiva = f(X(ird)—14+1> X(itd)—L+25 - - - » Xitd)

de manera que

(Y, Yigr, .., Yiga) = F(Xi—py1, Xio 42, -, Xita)
para cierta funcién F'. Similarmente,

(Y5, Vi1, Ypa) = F(Xjp41, Xj—r12, - - s Xjra)-

Los vectores X’i—L+17 Xz'—L—|—27 Ce 7Xi—|—d) y (Xj—L—|—1, Xj_L+2, . ,Xj_|_d) son idén-
ticamente distribuidos, por (2.2.1), y cuando j — L > i + d, son independientes y,

en este dltimo caso, (Y;,Yit1,...,Yira) v (Y5,Yj41,...,Yj4q) también lo son. O

Acoplamiento

Como ya se ha mencionado, la forma en que el analista trata de obtener infor-
macion sobre el genoma es acoplando segmentos que se intersectan, para formar
bloques. Esta idea se introduce ahora formalmente y se utiliza la siguiente notacion:

Para cada conjunto A,

|A|: = Ntmero de elementos de A
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Definition 2.5.1. Sea {Z;} la sucesién de intervalos en la Definicién 2.2.1. Un

bloque es una sucesién

B = (IkO7Ik27"'7Ikr_1) (251))

que satisface las siguientes condiciones (i)—(v):

(i) ko < ko < -+ <kp_1;

(i) Zs =0 si ko < s < kp_1y s#ko,kay...,kr_1;
(ili) |Ze,_, NZIy,| > L parai=1,2,...,7r — 1;

(iv) |Zk, NIy, | < £ para todo s < ko;

(v) |Z,_, NIy, | < ¢ para todo s > ky_1.

Note que los intervalos que conforman el bloque son consecutivos, en el sentido
de que Z; es vacio para s entre dos indices k; y k;41, por las condiciones (i) y (ii).
Ma3s aun, de acuerdo a la discusion presentada en el Capitulo 1, dos intervalos deben
acoplarse cuando su interseccién contenga ¢ o mds elementos, y la condicion (iii)
muestra que dos intervalos consecutivos en el bloque B satisfacen ese requerimiento.
Mas aun, ningun intervalo ‘anterior’ a Zj, puede acoplarse al bloque, pues su
interseccién con Zj,, y por lo tanto con los demas intervalos del bloque, consiste
de menos de ¢ elementos, por la condicién (iv). Similarmente, la condicién (v)
implica que ningun intervalo Z; con s > k,._; puede acoplarse al bloque. La
definicién anterior difiere de la proporiconada en Ewens y Grant (2005); en ésta
referencia, ¢ se toma igual a 1, de manera que para acoplar dos fragmentos, basta
que tengan una posicién extrema en comun.

La longitud del bloque B en (2.5.1)se denota mediante ||B|| y se define como

1Bl = : (2.5.2)

r—1
Uz
i=0
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esto es, || B|| es el niimero de elementos en la unién de los intervalos que conforman
al bloque B. El estudio de la longitud de un bloque y del niimero de bloques se

lleva a cabo en el Capitulo 4.



Capitulo 3

Propiedades Limite de las Tasas de Cobertura

En este capitulo se estudia el comportamiento de las tasas de cobertura introduci-
das en la Definicién 2.4.2 conforme la longitud n del genoma crece. El objetivo
es demostrar que dichas tasas satisfacen una ley de los grandes nimeros, y que su
distribucion asintética es normal; éste ultimo resultado, es una de las principales

contribuciones de este trabajo.

Introduccion

En este capitulo se estudia el comportamiento limite de la tasa de cobertura
a, conforme el nimero de bases n en el genoma crece. La exposicién inicia en
la Seccién 2 calculando el valor esperado de «, y su valor limite, a*, el cual
es posteriormente relacionado con la intensidad de cobertura s, moostrando que
a* &~ 1 — e ", o equivalentemente, k ~ —log(l — a*), relacién que permite de-
terminar el tamano de muestra necesario para alcanzar una cobertura esperada;
vea la Observacion 3.2.1. Posteriormente, en la Seccién 3 se estudia la varianza
de a, y se determina el limite lim,,_,, nVar [a,,], el cual es finito, resultado que,
combinado con la desigualdad de Chebichev, implica que «, converge en proba-

bilidad a «a*, de tal forma que la ley débil de los grandes niimeros es valida para
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la sucesién {«,}, resultado que en la Seccién 4 se refuerza, mostrando que una
ley fuerte de los grandes ntimeros también es satisfecha por la sucesiéon de tasas
de cobertura. Finalmente, el capitulo concluye en la Secciéon 5 mostrando que las

tasas de cobertura tiene una distribucién asintdéticamente normal.

Valor Esperado

El propésito de esta seccidén es establecer el siguiente resultado referente a los

valores esperados de las tasas de cobertura a.,.

Teorema 3.2.1. Sea {a,} la sucesién de tasas de cobertura introducida en la

Definicion 2.4.2.

(i) Si n < L, entonces

l-p
Elo,| =1- 1—(1-p)". 2.1
on] = 1= (1= (1=p)"] (321)
(ii) Paran > L,
L 1-p 7, n—0L I
Ela,) = = — 1—(1— o —a=pt. 2.2
o] = 3 = = = A =p)T+ — =1 = (1= p)7] (3.2.2)
Consecuentemente,
(iii) Conforme n — oo,
Ela,] — a*:=1—(1-p)~. (3.2.3)

Demostracién. Primeramente, note que a partir de las partes (i) y (ii) del Lemma

2.4.1 se desprende que

Bv= {120 iSE 32

(i) Sin < L, la primera parte de la anterior igualdad implica que

>V,
=1

n n

:ZE[Yi]:Z[l—(l—p)i]zn—zu—mi;

E
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y a partir de la férmula Y1 7" = (1 —r™)/(1 —r) con 1 — p en lugar de r se

sigue que
1—

=n——F-(1-p)")

E

=1

Dividiendo por n ambos lados de esta igualdad se obtiene la expresién (3.2.1) para
Elay,).
(ii) Suponga que n > L. Usando la segunda parte de (3.2.4) se tiene que

>

i=L41

b =(n-L)1-(1-p"

mientras que (3.2.1) con L en vez de n implica que

A partir de estas dos igualdades se desprende que

L n
> Y > Y
i=1

i=L+1
_I_ %[1 (1 —p) ]+ (- L)1 - (1—p)F

n

> Y

=1

E =K +FE

de donde (3.2.2) se obtiene de inmediato.

(iii) Finalmente, tomando limite conforme n tiende a infinito en ambos lados de
(3.2.2) se arriba a la igualdad lim,, .~ E[ay,] = o*, donde a* es como se especifica

en (3.2.3). O

Como ya se ha mencionado, la longitud g del genoma G en (1.1.1) es ‘grande’,
de manera que, de acuerdo al Teorema 3.2.1, la proporcién esperada Elagy] de
posiciones del genoma que son analizadas como parte de algin fragmento es,

practicamente, a*.

Observacion 3.2.1. Recuerde que la tasa de cobertura x estd dada por k = Lp. Por

lo tanto
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Aplicando la relacién
a L
e—a—aO(l/L) < <1 _ _) < e @
- L
con k en lugar de a se obtiene
e—n—in(l/L) < (1 _p)L < e R

Por lo tanto,

1 _ e—H—RO(l/L) 2 1 _ (1 _p)L 2 1 _ e—.‘i

Y

esto es, 1 — e~ rO(/L) > o* > 1 — ¢~ %, Esta relacién se expresa de forma mas
compacta como

afxl—e ", (3.2.5)

y generaliza un resultado similar establecido en Ewens y Grant (2001) para un
modelo de Poisson. La aproximacién anterior puede usarse para determinar que
tan intensamente debe secuenciarse el genoma para alcanzar un nivel dado de
cobertura esperada limite a*. Por otro lado, k = Lp, mientras que, como se
discuti6 en el Capitulo 1, p =~ L(m/g). Por lo tanto, el tamano de la muestra m y

a* se relacionan a través de
9 *
m~ —=log(l —a”).
7 log( )
Por ejemplo, se se desea una tasa de cobertura a* = 0.95, entonces se obtiene que
m = 1.3010(g/L).
Varianza

En esta seccion se estudia la varianza de las tasas de cobertura {«,}, particu-
larmente su comportamiento conforme n tiende a infinito. Como «,, es la suma

Y1+ Y, +---+Y, dividida por n, la varianza de «,, se expresa, finalmente, en
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términos de las covarianzas entre las variables Y;, las cuales fueron calculadas en el
Lema 2.4.1 (iv). Para el andlisis subsecuente, es conveniente introducir la funcidn

de covaritanza, definida como sigue: Para cada entero d,

1(d): = {(()1 I A S i N (33.1)

Comparando esta especificacién de 7(-) con el Lemma 2.4.1(iv) se obtiene que
Cov|Y;,Y;] =~(li —jl), 4,5 > L. (3.3.2)

El principal resultado de esta seccion relaciona esta funcién de covarianza con el
comportamiento limite de Var[a,], v las ideas detras del argumento de prueba

estan motivadas en el andlisis desarrollado en Brockell y Davis (1998, 2002).

Teorema 3.3.1. Defina v mediante

d=L
vi= v(d). (3.3.3)
d=—L
Con esta notacion,
lim nVar [a,] = v. (3.3.4)

n—oo

A partir del Lemma 2.4.1 (iv) y (3.3.2), es claro que la férmula para Cov [Y;, Y]
es bastante simple cuando ¢ y j son, ambos, mayores o iguales a L. Por esta razon,

el argumento para establecer le Teorema 3.3.1 utiliza el siguiente lema.
Lemma 3.3.1. Para cada n > L, defina
, 1
a, ==Y Y. (3.3.5)

En este caso

lim nVar[o)] = > y(d]) = . (3.3.6)
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Demostracion. Seleccione un entero n > 2L y note que

>

i=L+1

= > ) Cov[y;,Yj] (3.3.7)
i=L+1j=L+1

n

= > i)

i,j=L+1

Var [na),] = Var

donde (3.3.2) se utilizd para establecer la tltima igualdad. Ahora se descompondréa
la dltima sumatoria de acuerdo a los valores de las diferencias ¢ — j. Con este fin,
observe que cuando i y j varian entre L+1 y n, i—j asume valores entre —(n—L—1)

y n— L — 1, de tal manera que

n n—L—1
S oai-ih= Y ) +(Id)
1,j=L+1 d=—(n—L-1) 1,j: i—j=d, L+1<i,5,<n

Para evaluar la suma en la extrema derecha note que, para d > 0, las parejas i, j
con iy jentre L+1yny quesatisfaceni —j =dson (L+1,L+1+4d),(L+
2,L+2+d),...,(n—d,n) de las cuales hay un total de (n—d— L) = (n—|d| — L).
Por lo tanto,

> v(ld]) = ~(ld)(n = |d] = L),

i’j: Z_]:da LSivjaSn
mientras que un andlisis similar muestra que esta relacién es también valida para
d < 0, de tal manera que

n n—L L

> lli-jh= y(ld))(n = 1d| = L) = > ~(|d])(n —|d| - L)

ij=L d=—(n—L) d=—L
donde la segunda igualdad se debe a que n > 2L y a que y(|d|) = 0 cuando
|d| > L; vea (3.3.1). Combinando esta expresiéon con (3.3.7) se desprende que
Var [nal,| = 25:71: y(|d])(n — |d| — L), y recordando que Var [nal,] = n?Var [o/,]

se obtiene

warlog) = 3 o(a (1- 5L,
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y (3.3.6) se obtiene tomando limite conforme n tiende a infinito en ambos lados de

esta igualdad. 0

Demostracion del Teorema 3.3.1. El argumento utiliza la siguente desigualdad

para la varianza de una suma de variables aleatorias X y Y (Koski 2002):

Var[X +Y] < <\/Var X] + \/Var [Y])Q, (3.3.8)

la cual es consecuencia de la desigualdad de Cauchy Schwarz (Casella y Berger

2001, Dudewicz i Mishra, 1998). Considere ahora un entero n > L y observe que
— nal, ZY . F. (3.3.9)

de manera que na,, = na,, + F. Aplicando (3.3.8) con nal, y F en lugar de X y

Y se obtiene que
n?Var [a,] = Var [na,]
= Var [na), + F]
2
< <\/Var [nal] + +/Var [F])

( n?Var [o/,] + 1/ Var [F >2

Por lo tanto,

vn

y tomando limite cuando n tiende a infinito, (3.3.6) implica que

nVar [on] < ( nVar (o] + M)

2
lim nVar [a,] < ( lim nVar [a%]) = . (3.3.10)

Similaremente, observando que na!, = na,, — F, una aplicacién de (3.3.8) con na,

y —F en lugar de X y Y permite concluir que

nVar [a],] < ( nVar [a,] + %[FU
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de manera que

n—oo n—oo n—oo

2
v = lim nVar[a]] < ( lim nVar [an]) = lim nVar[a,],

lo que combinado con (3.3.10) implica que v = lim,,—, o, nVar [a,]. O

En el Teorema 3.2.1(iii), se establecié que E[a,,] converge a a* (vea (3.2.3)).
Por lo tanto, para n suficientemente grande, F|«,]| es aproximadamente a*, y como
el tamano g del genoma es es un nimero ‘grande’, el analista esta seguro que Efa]
se encuentra cerca de a*. Sin embargo, aunque una informacién sobre el valor
esperado de una cantidad aleatoria es importante, al investigador le gustaria saber
si la porporcién ay, y no sélo su esperanza, se ubica cerca de . Que esto realmente

ocurre con una alta probabilidad, es el significado del siguiente resultado.
Corollary 3.3.1. La sucesion {a,,} converge en probabilidad a a*, i.e.,

oy, o
Mas precisamente, para cada & > 0

Plla,, — ™| > €] — 0 conforme n — oo.

Demostracién. Observe que a partir de (3.3.4) se desprende que Var[a,,] — 0.

Dado € > 0, la desigualdad de Chebichev implica que

Pllay, — Elag]| > ¢] <

Var |,
a,rga ] o,

de manera que «, — E[a,] ,0. Combinando este hecho con la convergencia
Ela,]—a* — 0 demostrada en el Teorema 3.2.1, via el teorema de Slutsky estable-
cido en Dudewicz y Mishra (1988, p. 332), se desprende que «;, — o LO, esto

P
es, a, — a*. O
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Convergencia Casi Segura

En esta seccion se analiza la convergencia con probabilidad uno, o casi segura,
de la sucesion de tasas de cobertura {a,}. Antes de continuar, es conveniente

recordar la formulacion precisa de esta idea.

Definition 3.4.1. Una sucesién de variables aleatorias {W,,} converge casi segura-

mente a una constante a, si

P[lim W, =a] =1, (3.4.1)

n—oo

. C.S.
y en este caso se escribe W,, — a.

Note que W,, =% a equivale a W,, —a == 0. Por otro lado, la convergencia casi
segura—también conocida cono convergencia con probabilidad uno—es una nocién
mas fuerte que la idea de convergencia en probabilidad. De hecho, si una sucesion
converge casi seguramente, entonces converge en probabilidad, pero el reciproco
de esta afirmacién no es valido. Por otro lado, el estudio de la convergencia casi
segura es, generalmente, mucho mas técnico que el andlisis de la convergencia en
probabilidad, la cual usualmente se obtiene aplicando la desigualdad de Chebichev,
como en la seccion precedente. Un instrumento que con frecuencia es til para es-
tablecer la convergencia casi segura es el siguiente resultado conocido como lema de
Borel-Cantelli, cuya demostracién puede encontrarse, por ejemplo, en Billingsley

(1999) , o en Lange (2005).

Lemma 3.4.1. Suponga que {W,,} es una sucesién de variables aleatorias definidas

en un mismo espacio de probabilidad. Si para cada € > 0 se tiene que
o0
S PlIWa| > €] < oo,
n=1

C.sS.
entonces W,, — 0.

El principal objetivo de esta seccion es establecer el siguiente resultado.
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Teorema 3.4.1. Conforme n tiende a infinto

C.S. %
Oy — .

La demostracion de este teorema utiliza el siguiente resultado preliminar, de
acuerdo al cual las tasas de cobertura convergen casi seguramente a a* a través de

un subsucesion adecuada.

Lemma 3.4.2. Conforme k tiende a infinito, o2 — a*.

Demostracién. A partir de la convergencia n'Var [a,,] — v establecida en el Teorema
3.3.1 se desprende que existe una constante positiva C' tal que nVar[a,] < C, y

entonces

=1Q

Var[a,] < —, n=1,2,3,....

A partir de este hecho con n = k? se obtiene que, para todo € > 0,

Var [ay2] < C

PHO,/kQ — Oé*| > 5] S 22 = 1222

de manera que

- C 1
;P'O&kz—a |>E]<Zk2€2:—2§k—

y entonces, una aplicaciéon del 1 Lema 3.4.1 con Wi, = a2 — o™ se permite concluir

C.S. . C.S.
que apz —a* —0, i.e., a2z — a’. O

Demostracién del Teorema 3.4.1. Dado un entero positivo n, sea k = k(n) el tinico

entero positivo que satisface

k> <n<(k+1)% (3.4.2)
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note que k depende de n y que

2 1 2
lim © o EEYT (3.4.3)

n—oo M n— oo n

A continuacién observe que, debido a que las variables de cobertura Y; son no

negativas,
(k+1)?

k2 n
Vi) vi< >y
=1 =1 =1

lo cual es equivalente a
kQOAkz S noy, S (k} + 1)204(k_|_1)2;

vea la Definicién . Por lo tanto,

k? k+1)2
e < ap < ua(k_kl)%
n n

de manera que tomando el limite cuando n tiende a oo, (3.4.3) implica que

lim aze < lim o, < lim o).
n—oo n—oo n—oo

Para concluir note que k = k(n) tiende a infinito cuando n lo hace, por (3.4.2), de
tal manera que lim, oo gz = limg o0 a2 y limy, o0 Qrg1)2 = Mg oo r41)2;
ademads, estos ultimos limites son igual a a* con probabilidad 1, por el Lemma
3.4.2. Por lo tanto, la tultima relacion desplegada equivale a

o < lim a, < a® con probabilidad 1,

n—oo

esto es, P[lim,, .o a,, = a*] = 1, lo cual significa que o, — a*. O

De acuerdo al Teroema 3.4.1 La proporcién de bases efectivamente analizadas
converge a «* conforme n se incrementa. Como la longitud ¢g del genoma es

‘erande’, el investigador puede estar seguro de que, a pesar de que no conozca
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la posicién exacta de las bases analizadas, la proporcién de bases que efectiva-
mente son identificadas es muy cercana a a*. El siguiente paso, que se llevara
a cabo en la siguiente seccién, es determinar un intervalo en el cual se ubique la

proporcién analizada a, con una probabilidad especificada de antemano.
Distribucion Limite

El objetivo de esta seccion es mostrar que, conforme n se incrementa, la tasa
de cobertura «,, adecuadamente estandarizada tiene una distribucién aproximada-
mente normal. Antes de continuar, es conveniente recordar que una sucesién {W,, }
de variables aleatorias converge en distribucion a la distribucién normal con media

cero y varianza v—denotada por N (0,v)—si para todo = € IR,

lim P[W, <z]= ®(z/v) (3.5.1)

n—oo

donde
r 1 2
(p(ﬂf) = /;OO \/—2_7.(_6_:1j /2 d$

es la funcién de distribucién normal estdndar. Cuando (3.5.1) ocurre para todo

z € IR se escribe

W, -5 A (0,v).

El resultado principal de esta seccion se formula a continuacion.

Teorema 3.5.1. Conforme n — oo

Vi (an — o) 5 N(0,0).

El instrumento basico para establecer este resultado es el siguiente teorema
clasico, conocido como Teorema Central de Limite, cuya demostracién puede en-
contrarse, por ejemplo, en Dudewicz y Mishra (1988), Billingley (1999), o Lange
(2005).
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Teorema 3.5.2. Sean T7,75,T5,... variables aleatorias independientes e idénti-

camente distribuidas con media p y varianza v. En estas circunstancias,

\/ﬁ(Zn:TlT_u) LN (0,0).

Recordando que la tasa de cobertura «,, estd dada por

_ XY
= &=t

Anp

una comparacion de las conclusiones de estos dos resultados conduce naturalmente
a preguntar por qué no puede obtenerse el Teorema 3.5.1 directamente del Teorema
3.5.2. Hay dos razones para que esto no pueda hacerse. Primeramente, las variables
de cobertura Y; no son idénticamente distribuidas. En efecto, Y; ~ Ber(1—(1—p)?)
para i < L, mientras que Y; ~ Ber(1 — (1 —p)) para i > L; vea las partes (i) y (ii)
del Lemma 2.4.1. Sin embargo, este es realmente un punto menor, puesto que para
n > L, todas las variables Y; tienen la misma distribucién. La razén realmente
importante por la que el Teorema 3.5.1 es interesante, es que las variables de
cobertura no son independientes, como lo demuestra el hecho de que la covarianza
entre dos variables distintas Y; y Y; no es necesariamente cero; vea el Lemma
2.4.1(iv). La estrategia para demostrar el Teorema 3.5.1 usard el Teorema Central
de Limite después de hacer las adecuaciones necesarias. El punto de partida, es

introducir las siguientes variables aleatorias auxiliares.

Definition 3.5.1. Sea r un entero positivo fijo. Para k =1,2,3,..., defina

1 k(r+1)L+L 1 k(r+1)L
Op: = I Z Y; v Bpi= I Z Y;. (3.5.2)
i=(k—1)(r+1)L+1 i=(k—1)(r+1)L+L+1

Antes de continuar es conveniente ahondar en la especificacién (3.5.2). Prime-

ramente, lo que se esta haciendo, es dividir a las variables de cobertura en grupos
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sucesivos de tamano (r + 1)L; los primeros cuatro grupos se muestran a contin-

uacion:
Y1, Y, Y0, Yigrs o Yornr
Yenr+n, Yornpsz - Yornear, Yornrersns - Yoprnn
}/2(7’+1)L+1a Yo(ra)m42s -5 Y2(r+1)L+Lj Yo(ran) L4155 Y3(rs1)L
Y31y o41, Y3(rt1)La2s -+ YS(r—&—l)L—l—Ll Ya(aner+1s - Yaers1)L

g

Después de formar los grupos, el promedio de las primeras L variables se usa
para construir dx, mientras que el promedio de las restantes Lr variables genera
Br. Note que para cada j < k, las variables de cobertura involucradas en el
promedio [ tienen indice que supera en, por lo menos, L unidades al indice de
cualquier variable aleatoria Y; que aparece el promedio 3;, y a partir del Lemma
2.4.1(iv) se desprende que (31, 32, 33, . .. son independientes, mientras que la parte
(v) del mismo lemma implica que éstas variables tienen la misma distribucién.
Similarmente, puede establecerse que las variables J; son independientes. Estas

conclusiones se establecen formalmente en el siguiente lema.

Lemma 3.5.1. Con la notacion en la Definicién 3.5.1,
(i) 61, 02,03, ... son independientes;

(i) B1, B2, B3, - .. son independientes e idénticamente distribuidas.

Lemma 3.5.2. Para cada n > 2(r + 1)L, /n[a,, — a*] se representa como

Vnla, —a*] = Z, + D, + Ry, (3.5.3)

donde las variables aleatorias en el lado derecho satisfacen las siguientes por-
piedades (i)—(iii):

(i) [Bn| < (r+2)L/V/n.
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(i) E[Dn] =0y
Var [D,] < (ril),
(ii)) Zn, SN (0,72), y
7. = (r+1)LVar [a’(,r +1)L] : (3.5.4)

vea (3.3.5) para la Definicién de las variables «.

Demostracién. Primeramente, dado n > 2(r 4+ 1)L, define m = m(n) mediante

m = {ﬁ} (3.5.5)

donde [a] denota la parte entera de a. Con esta notacién se tiene que n puede

representarse como
n=m(r+1)L + s, 0<s<(r+1)L. (3.5.6)

Por otro lado, note que (3.5.2) permite escribir

k(r+1)L

Lé, +rLB, = Z (Y3)

i=(k—1)(r+1)L+1

mientras que a partir de la Definicién 2.4.2 y (3.5.6) se obtiene que

n

nlan —a”] = Y (¥ — o)

i=1
k(r+1)L k(r+1)L+s
_Z oo o)+ ) (Yi—aY)
k=1i=(k—1)(r+1)L+i i=m(r+1)L+1
m k(r4+1)L+s
=3 L(0r—a") +r(B—a)]+ Y (Yi—a)
k=1 i=m(r+1)L+1
= Lr Z(ﬂk—a +L25k—a)+l}(51—a)r
k=1 k=2
k(r+1)L+s

+ ), (Mi-a”)

i=m(r+1)L+1
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de manera que

\/H[Oén — Oé*] = Zn + Dn + Rn;

donde

N

[
SIS
NE

L m
(B —a*),  Dp=—=)> (0 —a’), (3.5.7)

k(r+1)L+s

1 1
R, = ﬁL(él — o)+ 7 > (Yi—a). (3.5.8)

i=m(r+1)L+1

A continuacién se probara que estas variables tienen las propiedades especificadas.
(i) Como las variables de cobertura Y; y a* pertenecen al intervalo [0, 1], se de-

sprende que 01, siendo un promedio de variables de cobertura, también se ubica

entre cero y uno, y entonces |07 —a*| < 1y |Y; — a*| <1, Por lo tanto,

k(r+1)L+s

1
IR < —=Ll&y —a*|+— > |Yi-a
\/ﬁ \/ﬁ i=m(r+1)L+1

k(r4+1)L+s

L+L > oo

i=m(r+1)L+1

IN

Bl
B

L+s
Vn

Recordando que 0 < s < (r+1)L (vea (3.5.6)), se concluye que |R,,| < L(r+2)/y/n.

(ii) Usando que E[dx] = a* para k > 2 (vea el Lemma 3.5.1), se desprende que

E[D,] = 0. Por otro lado, como Jj, se ubica entre cero y uno, se sigue que Var [0] <

1, de manera que la independencia de do, d3, ... permite establecer que
Var [D,] = Var | 2 35, — o)
ar|[D,| = Var | — —«
L & L & L?
— S Varf < S 1< 2
n n n
k=2 k=2

Note ahora que
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por (3.5.6), de donde se desprende que Var[D,,] < L?/[(r +1)L] = L/(r + 1).

(iii) Observe que

vn

Por otro lado, por el Lemma 3.5.1, las variables ;. son independientes e idénti-

z, = vm o [% S B - a*] (3.5.9)
k=1

camente distribuidas con media o* y varianza Var [31], de manera que el Teorema

3.5.2 implica que
1 m
WﬂaZmﬂﬂiwuwwm
k=1

Ademés, la expresion (3.5.6) muestra que n tiende a infinito si y sélo si m lo hace,

y en ese caso, m/n — 1/[L(r + 1)], de manera que

Lry/m L
—

r

vn r+1

Combinando las dos tltimas relaciones desplegadas con la expresién (3.5.9) para

Zyn, €l Teorema de Slustky en Dudewicz y Mishra (1980, p.323) permite concluir

que
d Lr? B
2o (0. Evar ) = N (0.7,
donde
Lr?
= 1Var [51] -

Para concluir, es suficiente demostrar que 7, es como se especifica en (3.5.4). Con

este fin, observe que a partir de (3.3.1) y la Definicién 3.5.1 se desprende que

1 (r+1)L 1 (r+1)L
=— Y Vi v appp=——r O Y
br=1I i§1 YoYDL T L i_;l
Por lo tanto,
r+1
o= "ol

y entonces
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Por lo tanto,

Lr® (r+1\°
= T ( . ) Var [O[(r—i—l)L} = L(r+1)Var [O/(H_DL] ,
concluyendo la demostracion. O

El siguiente lemma es la ultima etapa antes de la demostracion del Teorema

3.5.1.

Lemma 3.5.3. Dado € € (0, 1), sea n tal que

n > (Mf, (3.5.10)

€

y descomponga \/nfa, —a*] como en (3.5.3). En este caso, las siguientes desigual-

dades son validas:

PlVnla, —a*] <z] < P[Z, <z + 2]+ T DE (3.5.11)
" L
PlVn|a, —a*]| < x| > P|Z, <z —2¢] — S (3.5.12)
Demostracién. Como punto de partida, note que (3.5.10) implica
(r+2)L/Vn<e,
de donde se desprende que
|Rn| <e. (3.5.13)

Ahora, dado = € IR, observe que

Vnla, — o] <2 <= Z,+D,<z—-R,

= Z,+D,<xz+ce
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donde se utilizé (3.5.13) para establecer la implicacién. Por lo tanto
[Vnla, —a*] <z] C[Z,+ D, <z+¢]
=[Z,+D,<z+e, |D,|l <¢
U[Zn+Dp <xz+e, |Dy|>c¢]
=[Z,<x+¢e—D,, |D,| <e]U[|D,|> €]
ClZn<z+4+e+e, |Dnl<elU[|Dyn|> ¢
C [Zn <x+2|U][|Dy| > €]
Por lo tanto

P[vVnlon — o] <z] < P[Z, <z 42, |Dn| <e]+P[Dy|>e].

Observe ahora que la desigualdad de Chebichev y el Lemma 3.5.2(ii) implican que

Var [D,,] < L
2 T (r+1)e?

P[|Dy| > €] < (3.5.14)

y combinando estas dos ultimas relaciones se obtiene

P [Vnlay, —a*] < ] §P[Zn§x+25]+m

estableciendo (3.5.11). El argumento para demostrar (3.5.12) es similar. Note que
a partir de (3.5.13) se obtiene
Iy <x—26—Z,+ R, <zx—¢
Por lo tanto,
[Zn, <x—2|C[Z,+ R, <z—¢
=[Zn+ Ry, +Dn<z—c+D,]
=[Zpn+R,+Dn<xz—c+D,, |D,| <¢
U[Z,+ Rn+Dn <x—¢e+ Dy, |Dy| > €
Cl|Zn+ Ry,+ Dn <z |D,| <c¢
U[|Dn| > €]

C|Zn+ Ry + Dn <z|U][|D,| > €]
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Por lo tanto,
[Zn <x—2¢] C [Vn[an, — o] < 2] U|[|D,] > €],
y entonces, via (3.5.3) se desprende que
P|Zy < —2¢] < PlVn|a,, — a*] < 2] + P[|D,| > €,

y (3.5.12) se desprende a partir de esta relacién usando (3.5.14). O

Después de los resultados en los lemas anteriores, el resultado del Teorema

3.5.1 puede establecerse como sigue.

Demostracién del Teorema 3.5.1. Dado ¢ € (0,1) > 0, sea n > (r + 2)2L?/&?, de
manera que las desigualdades (3.5.11) y (3.5.12) en el Lemma 3.5.3 son validas.
Tomando limite conforme n tiende a oo en las mencionadas desigualdades, se de-

sprende que

lim P[Z, <x— 2] — ﬁ < lim PlVnla, —a*] < ]

< 1i Pz, < 2 _ .
< fim PlZn <2+ 26+ 0

Recordando que Z,, NV (0,7,), por el Lemma 3.5.2(iii), se tiene que
PlZ, <z+¢e]— P((x +¢)/1),

y similarmente, P[Z, <z —¢| — ®((x —¢)/7,). Por lo tanto,

@(x_e)—%g lim P[\/ﬁ[an—a*]gx]§q><x+€>+( ¢

Tr r+1)e?2 = nooo Tr r+1)e2’
(3.5.15)

Por otro lado, de acuerdo al Lemma 3.3.1, lim,, .., nVar [a/ ] = v, de manera que

r 4+ 1)LVar | o] — v sir— 00,
(r+1)L
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de manera que a partir de la férmula (3.5.4) para 7, se desprende que

lim 7, = v.
T— 00

Combinando este hecho con la continuidad de ®(-), después de tomar limite cuando

r tiende a oo en (3.5.15) se obtiene que

v (Y

@(x_g) < lim P[yila, —a”] <] g@(“5>.

y tomando limite en esta relacion conforme ¢ tiende a cero por la derecha, se arriba

a

P (%) < lim Plvafa, —a* <zl <@ (1),

n— o0 v
de manera que P[y/n[a, — a*] < 2] — ®(z/v); como esta convergencia es valida

para todo z € IR, se desprende que /n[a,, — o] N (0,v). O

A partir del Teorema, es posible establecer un intervalo de credibilidad para la
tasa de cobertura a,: Denotando por z./, al percentil derecho de orden c/2 para

la distribucién normal estandar, se tiene que, para n ‘grande’,

Pl—vz./9 < Vnla, —a*] < VZepo] R @ <vzc/2> _® (_UZC/Q) —1_¢
v v

y como el tamano del genoma es ‘grande’, se tiene que a4 se ubica, con probabilidad

aproximadamente 1 — ¢, dentro del intervalo o™ + vz./2/./9.



Capitulo 4

Bloques

En este capitulo se abordan los dos problemas que se plantearon inicialmente sobre
los bloques de segmentos acoplables, a saber, encontrar la longitud esperada de un
bloque, y el niimero esperado de bloques que se generan como producto del proceso

de muestreo.

Introduccion

Este capitulo trata sobre el problema de determinar el nimero esperado N de
bloques y la longitud media £ de cada uno de ellos. Para contar el nimero de
bloques, en la seccién 2 se introduce una familia de variables indicadoras, las que
al tomar el valor uno senalan el inicio de un bloque. Posteriormente, en la Seccién
3 estas variables son utilizadas para encontrar el niimero esperado de bloques N/,
mientras que el problema de determinar su tamano esperado L se aborda en las
secciones 4 y 5. Primeramente, en la Seccién 4 se formula una expresién para la
longitud de un bloque, la cual muestra que ésta puede espresarse como la suma
de un nimero aleatorio de variables independientes con distribucion geométrica
comun. Este resultado se utiliza para conluir el capftulo en la Seccién 5 encontrando

la longitud esperada de un bloque
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Indicadores de Inicio

El objetivo de esta seccion es definir las variables que indican el inicio de un
bloque, las cuales se utilizaran posteriormente para contar el niimero esperado de
bloques y su longitud esperada. Sea

B =Ty, Iy, - -, Zk,)

s

un bloque en el sentido de la Definicién 2.5.1. En este caso, el intervalo inicial Zj,

es no vacio, de modo que

Xp, =1 (4.2.1)

1

y el inicio del bloque se ubica en la posicién k;. Esto es asi porque I, no puede
acoplarse con ningin intervalo a su izquierda, esto es, |Z; N Zg,| < ¢ para s < k.
Puesto que Zy = () si X, = 0, se desprende que si Xy = 1 para s < k1, entonces
[s, s+L)N[k1, k1+ L) tiene menos de ¢ elementos, lo que significa que s+L—ky < ¢,
esto es s < k; — (L — {). Por lo tanto, si s es un entero positivo tal que k1 > s >
k1 — (L —{), entonces debe tenerse que Xg = 0, lo cual puede expresarse de manera

mas compacta como

Xs=0, k1—(L—0)<s<ky, s>1 (4.2.2)

Las condiciones (4.2.1) y (4.2.2) aseguran que Zj, es no vacio y que este intervalo
no puede acoplarse con ninguno de los que le preceden. Una vez que esto se tiene,
1y, se acoplara con el primer intervalo Zj, que le suceda y que se intersecte con
él en por lo menos ¢ elementos. El proceso de acoplamiento se repite con ko en
lugar de k1, y se continiia hasta que no sea posible acoplar més intervalos, dando
por finalizada la construccién del bloque. Por lo tanto, la ocurrencia simultanea de
(4.2.1) y (4.2.2) senala el inicio de un bloque, por lo cual es razonable la siguiente

definicion.
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Definition 4.2.1. La sucesién {B;} de variables aleatorias indicadoras de bloque

esta dada por

B, =1[X;,=1,X,=0, max{l,i— (L—0)}<s<i], i=1,2,3,....

Observacidén 4.2.1. Suponga que j > (L—/)+i. De acuerdo a la definicién anterior,
B; es una funcién de variables aleatorias X, con s < ¢, mientras que B; depende
de X, _(L—0), Xj—(L—0)41,-- -, X;. Luego, la condicién j > (L — ) + i asegura que
B; y B; dependen de grupos disjuntos de variables X, y entonces B; y B; son
independientes, por (2.2.1). Verbalmente, si los indices de dos variables indicadoras

de bloque difieren por mas de L — ¢ unidades, entonces son independientes.

Los valores esperados y las covarianzas entre las variables indicadoras de bloque se

determinan a continuacion.

Lemma 4.2.1. Para enteros positivos i y j

T _ fp(1=p), sii<L—/
E[BZ]_M’L'_{pC[—p)L_g, SlZ>L_£,

mientras que

pi(l—pg), sii=j
Cov [B;, Bj] =  —Hik;, si0<l|i—jl<L—¢

Demostracion. De acuerdo a la Definicién 4.2.1, si ¢ < L — ¢ entonces
Bi=I[X;=1,X, =0, 1<s<1i]
de manera que E[B;] = p(1 —p)*~!, por (2.2.1). Cuando i > L — ¢, se tiene que
Bi=I[Xi=1,X,=0, i—(L—f)<s<i

L—-¢

y entonces E[B;] = p(1 — p)*~*, estableciendo el resultado para el valor esperado

de las variables B;. Por otro lado, como B; es una variable de Bernoulli con media
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i, se tiene que Cov [B;, B;] = Var [B;] = u;(1 — p;), mientras que a partir de la
Observacién 4.2.1 se desprende que Cov [B;, Bj] = 0 cuando |i — j| > L — {. Para
concluir la demostracién sélo resta establecer la férmula para Cov [B;, B;| cuando
li—j| < L—¢. Con este fin, suponga que |i—j| < L—/y, sin pérdida de generalidad,
que j > i, de manera que

0<j—i<L—2 (4.2.3)

Se mostrard que en este caso se tiene que B;B; = 0. En efecto, si B; = 0 este
producto es claramente nulo, mientras que si B; = 1, entonces X; = 1, por la
Definicién 4.2.1, y debido a que (4.2.3) implica que j— (L —¥¢) < i < j, se desprende
que el evento [X; = 1,X, =0, L —¢ < s < j] no ocurre y por lo tanto B; = 0,
y entonces B;B; = 0. Por lo tanto, E[B;B;| = 0, de manera que Cov [B;, B;| =
E[B,B,) - E[BJ\E[B,] = —puin;.

Numero Esperado de Bloques

Para cada n positivo, defina el nimero total de bloques hasta la posicién n
mediante
n
T,=)» B, n=123,.... (4.3.1)

i=1
El propésito de esta seccion es establecer la siguiente férmula para la esperanza de

T,.

Teorema 4.3.1. El valor esperado de T, esta dado por

1 -1-pm, sin<L—/,
E[Tn]_{1—(1—£)L+[n—(L—f)]p(l—p)L‘E, sin> L~/

Demostracién. Considere el caso n < L — ¢. De acuerdo al Lemma 4.2.1, F[B;] =
p(1 —p)? para i < n,y entonces E[T,,] = 0" | E[B;] =Y. p(1 —p)"!; usando

la férmula >0 r*=! = (1 —7r%)/(1 — ) con (1 — p) en lugar de r, se desprende
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que E[T,] =[1 — (1 —p)™]. Ahora suponga que n > L — ¢. En estas circunstancia

T,=T, ¢+ Z?:L—é—i—l B;, y como E[B;] = p(1 — p)¥~¢, se tiene que

n

E[T.)=E[TL_J+ > E[B]

i=L—0+1
=(1-(1-p"H+ > pa-p**
i=L—0+1
=(1-1=-p)" )+ - (L-0p(1—-p)*="
concluyendo el argumento. O

Observacion 4.3.1. Defina la fraccién de acoplamiento f mediante

¢
f=7

y recuerde que la intensidad de cobertura esta dada por k = Lp. Observando que

La=9 L(1-1)
aontt= (1)) e

se obtiene la siguiente aproximaxién para E[T,]:

BTy~ 1= =0 o [np — (1 = )]0,

Una Foérmula Para la Longitud

En esta seccién se determina una expresion para la longitud de un bloque, la cual
tome en cuenta que lo intervalos que lo conforman son aleatorios y se utilizara,
posteriormente, para calcular la longitud esperada. En adelante, se supone que Zj,
es el intervalo inicial del bloque, esto es, Xy, =1y X =0si ko — (L —¥¢) < s < ko.

Como punto de partida, es conveniente introducir la siguiente notacion.
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Definition 4.4.1. La sucesién de variables aleatorias 17,715,153, ..., se define como

sigue:
Tli = mm{n >01 Xk0+n = 1},

To:=min{n > 01 Xp 41,4n = 1};

T32 = mln{n >01 XkO+T1+T2+n = 1},

Ti:=min{n > 01 Xy 414 4Th_14n = 1}

Pensando en que X; = 1 corresponde a ‘éxito’, T1,T5,... es la sucesion de
tiempos de espera entre éxitos sucesivos posteriores a kg, y entonces se tiene el

siguiente resultado, cuya demostracién puede verse en Dudewicz y Mishra (1988).

Lemma 4.4.1. (i) Las variables aleatorias 17,75, T3, . .. son independientes e idén-
ticamente distribuidas, y su distribucion comin es geométrica con parametro p,
esto es,

P[Ty=m]=(1—-p)"™ 'p, m=1,2,3,...

(ii) La sucesion Sy (de tiempos sucesivos de éxito después de ky) estd dada

Si:=Ty, Spy=T1+ T, k>2. (4.4.1)

Note que, dentro de los intervalos posteriores a Zy,, los que son diferentes del

vacio son

Iko+5171k0+527:z"]€0+537 R

A continuacion, se encuentra la longitud de una unién de intervalos consecutivos,

para los cuales la interseccion de intervalos sucesivos es no nula.

Lemma 4.4.2. Suponga que la sucesion

(IkO7IkO+Sl? s 7I]€0+S,«_1) (442)
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es tal que

Iko mI’~€0+51 7é Q)? Ik0+51 mIko+Sz 7é @, e 7Iko+sr—2 mIko+Sr—1 7& @

En este caso, la union

U=Tp, Ukyts, U--- UIko-l-Srq) (4.4.3)

esta dada por

U = [ko, ko + Sr—1+ L)

y por lo tanto, su longitud es

|U‘ - ST—]. +L

Demostracion. Sélo recuerde que
Zky = [ko, ko + L),
Trors, = [[ko + S1, ko, Ko + 51+ L)

Tro+5, = ko + S2, ko, Ko+ S2 + L)

Tro+S,_, = [[ko + Sr—1,ko, Ko +Sr—1 + L).

Puesto que dos intervalos sucesivos en la sucesion (4.4.2) se intersectan, se de-
sprende que

ko <ko+ Sy <ky+ L,

k0+5i+1§k0+Si+L§k0+Si+1+L, 1=0,1,...,7—1.

lo cual implica que la unién (4.4.3) es igual a [[ko, ko + S,—1 + L), y por lo tanto
su longitud es (ko + Sy—1 + L) — ko = Sr—1 + L. O
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Un bloque B en el sentido de la Definicién 2.5.1 es, ante todo, una sucesién de
fragmentos consecutivos, tales que dos segmentos sucesivos se intersectan, asi que
la longitud de B puede calcularse a partir del Lemma 4.4.2, siempre y cuando se
disponga del valor exacto de r, el nimero de intervalos que componen al bloque.

Para caracterizar este ntimero, considere la sucesion

B = (Iko’Iko-i-Sl? Ce 7Ik0+5r71)-

Si B es un bloque se tiene que (i) dos segmentos sucesivos se acoplan, esto es,

su interseccién contiene ¢ o mas elementos, y (ii) el segmento Z,+s,_, no puede

r—1
acoplarse con el siguiente fragmento no nulo, el cual estd dado por Zy s, , pues
la interseccién de ambos contiene menos de ¢ elementos. Estas dos condiciones

permiten caracterizar r como sigue:
(i) Puesto que Ty, NZky+s, = [ko+S1,ko+ L) ¥y Zikg+s, y NZky+s, = [ko+ Si, ko+
Si—1+ L), el hecho de que estas intersecciones tengan ¢ o més elementos siginifica

que
k0+L—(k0+Sl)2€

ko—l—Si,l—l—L—(ko—l-Si)Zg, i:2,3,...,T—1
estoes, S1 < L—/{ yS;—S_1<L—/¢;comoS, =T1y585;,—S5,_1="1T;, se
desprende que

T,<L—¢ i=12...,—1. (4.4.4)

(ii) Como Tk, +s, , NZky+s, = [ko+ Sr, ko+Sy—1+ L) tiene menos de £ elementos,

se desprende que ko + S,—1 + L — (ko + S;) < ¢, de tal forma que

T.=8.—85._1>L—V/.

Esta desigualdad, conjuntamente con (4.4.4), caracteriza a r como el primer entero

k tal que T} excede a L — ¢. En simbolos,

r=min{k | T, > L — (}. (4.4.5)
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Note que r es una variable aleatoria, y que la desigualdad r > 4, significa que

T1,T5,...,T; son todos menores o iguales a L — £, esto es,
r>kl=[Ts <L—-¥ s=1,2,...kl. (4.4.6)
El resultado central de esta seccién es el siguiente.

Teorema 4.4.1. Sea

B = (Ik071k30+517 s 7Ik0+5r—1)7

un bloque en el sentido de la Definicién 2.5.1. En este caso, su longitud es

IBll=L+> TWI[Ty<L—0 s=1.2,.. .kl (4.4.7)
k=1

Demostracién. La longitud de B es ||B|| = L 4 S, _1, por el Lemma 4.4.2, esto es,

r—1 [e'e)
1Bl = Tp =Y Tillr > kJ;
k=1 k=1

note que en la ultima sumatoria, I[r > k| se anula cuando k = r,r + 1,7 +2,....
De acuerdo a la discusién previa, r esta dado por (4.4.5), y sustituyendo (4.4.6) en

la ultima sumatoria se obtiene la férmula (4.4.7). O

Tamano Esperado de un Bloque

El propédsito de esta seccidon es establecer la férmula para la longitud esperada de

un bloque dada en el siguiente teorema.

Teorema 4.5.1. La esperanza de la longitud del bloque

B = (Ik071k0+517 s 7Ik0+5r—1)7
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esta dada por
1—p)~EH_-1 L—v¢
1—p°

E[|B|] =L+ (4.5.1)

Demostracion. Aplicando el Teorema 4.4.1 se tiene que

ElBIj=L+Y E[LJIT,<L—{ s=12,.. k.
k=1

Por otro lado, como las variables T; son independientes y tienen distribucion comin,

ET T, <L—{ s=1,2,...k]
= ETIT, <L—-0IT,<L—40 s=1,2,...k—1]
—E Ty <L—-EIT,<L—-¢ s=12,...k—1]
= B[ IT <L P[Ty <L—+1!
y entonces
E||B||=L+E[TIT <L—1/ iPT1<L 0k
k=1

E[TIT < L -1

=TT em < oq

Ademas, debido a que las variables T; tienen distribucién geométrica, se desprende
que

1—P[T1gL—Z]:p[Tl>L_g]:(1_p)L—e,

mientras que

L—2¢
ENIT <L-1{ = Zpk(l _p)kl
o
=p) k(1-p)*!
k=1
_ {1 — (1 —p)tt B (L — £)(1 — p)L—t-1
= = -

donde en el dltimo paso se utilizé la férmula Y ;7 r*1 = (1 —r")/(1 —r)? —
nr"1/(1—7r)con L — £y 1—pen lugar de n y r, respectivamente. Combinando

las tres ultimas relaciones desplegadas se obtiene la férmula (4.5.1). O
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Observacion 4.5.1. En términos de la tasa de cobertura k = Lp y de la fraccién de
acoplamiento f = ¢/L, la longitud esperada de un bloque estd dada, aproximada-

mente, por
W0 1 L1 f)

e
FEll|Blll~ L+ L
B}~ L+ ——
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Apéndice



Este apéndice tiene como finalidad dar un panorama general sobre la
estructura del genoma y su importancia para los seres vivos, ademds se
amplia la informacion respecto al fundamento biologico de la técnica de
secuenciacion genomica total

Estructura y Funcion del Genoma

El Genoma es la secuencia total de acido desoxirribonucleico (DNA) de un
organismo y se localiza en el nicleo de cada una de sus células. La molécula
de DNA es una doble cadena en forma de espiral, cuyas unidades son los

nucledtidos constituidos por un azlcar, un fosfato y una base nitrogenada (G
Karp, 1998).

Base ‘
nitrogenada N C
/7 C5 6 1N
-cs | |
o] Ne ¢r, e

Existen 4 tipo de nucledtidos que conforman el DNA, la diferencia entre ellos
es el tipo de base nitrogenada que presentan: adenina, guanina, timina o
citosina. En la figura 1 se muestra un esquema del DNA, la forma de la
molécula se puede visualizar como una escalera en espiral en la que el azicar
y el fosfato de cada nucleotido son el contorno y las bases nitrogenadas son
los escalones.

Las cadenas se diferencian por el extremo terminal que presentan, una cadena
se situa en direccion 3’ a 5’ y la otra en direccion 5 a 3°.

Existe una unidn especifica entre los nucledtidos de ambas cadenas, la adenina
de una cadena se une a la timina de la otra cadena y la guanina se une con la
citosina de la cadena opuesta, este tipo de unidon es importante en la técnica de
secuenciacion, pues solo se requiere conocer la secuencia de una de las
cadenas para inferir la opuesta..

La importancia de conocer la secuencia completa de DNA, es decir el
genoma, radica en el papel fundamental de ésta molécula en los seres vivos.



Esta secuencia de letras contiene las instrucciones para producir las proteinas
que se requieren en los diferentes procesos biologicos, de tal manera que
existe un mecanismo de lectura que se activa cada vez que se necesita.
Ademas la informacion hereditaria esta contenida en el DNA, en el caso de los
organismos de reproduccion sexual, el genoma estd conformado por DNA
proveniente de ambos progenitores, de tal forma que al constituirse un nuevo
organismo, este va a poseer una combinacion Unica de caracteristicas
establecidas en el genoma que se manifiestan en la etapa embrionaria y en el
desarrollo del individuo.

Una vez que se conoce la secuencia es posible delimitar las areas en las que se
encuentran los genes denominadas “areas codificantes” y distinguirlas de las
areas no codificantes que sirven de resguardo. Esta informacion marca el
punto de partida para posteriormente identificar el limite de cada uno de los
genes y su funcion

Secuenciacion de Sanger

La técnica de secuenciacion fue creada en 1975 por Frederick Sanger, tiene
como limitante que solo puede utilizarse para secuenciar fragmentos de entre
500 y 700 nucleotidos.

Esta técnica inicia con el aislamiento del fragmento de DNA que se desea
secuenciar, posteriormente se separan las cadenas de la molécula, generandose
2 cadenas simples. A continuacion se selecciona solamente la cadena 3’ a 5°
y se induce un proceso denominado sintesis de DNA que ocurre comiinmente
en las células y que consiste en tomar como molde una cadena 3’ a 5°, para
construir su cadena complementaria 5’a 3’ uniendo nucledtidos libres, en la
naturaleza este mecanismo permite obtener una gran cantidad de copias de la
molécula, en el caso de la técnica se modifica este mecanismo ya que se
agregan una cierta cantidad de nucledtidos marcados con colorante (un color
diferente para cada tipo de nucleodtido), que ademas estdn modificados en su
estructura de tal manera que al ser incorporados en la sintesis de DNA,
provocan que se detenga el proceso, resultando un fragmento més corto que el
original. Esto se efectua muchas veces, produciéndose fragmentos de DNA de
todos las longitudes posibles.

Posteriormente se efectua una electroforesis, que consiste en colocar los
fragmentos 5° a 3’ en un recipiente con gel. En un extremo del recipiente se
aplica una carga positiva y en el otro una carga negativa, generandose una
corriente eléctrica lo que provoca que las cadenas se desplacen hacia el polo
positivo. La velocidad del desplazamiento sera inversamente proporcional al
numero de nucleotidos, de tal forma que las cadenas se acomodaran de menor
a mayor tamafo a lo largo del gel. El siguiente paso es utilizar un rayo laser
y un detector para determinar el tipo de base que posee el ultimo nucleotido de
cada cadena (nucledtido marcado), con este procedimiento se registra la
secuencia de bases en una computadora
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Secuenciacion Genomica Total

Debido a que la secuenciacion de sanger esta limitada a fragmentos “cortos”,
no es posible utilizarla para obtener la secuencia de un genoma, con este fin se
desarroll6 una técnica denominada secuenciacion por disparo (Shotgun
sequencing), en la que se lleva a cabo un proceso de fragmentacion que
consiste en someter el DNA a presiones altas provocando su ruptura en
fragmentos de diversos tamafios, posteriormente se selecciona una muestra de
fragmentos de un cierto tamafo y se procede a obtener la secuencia de cada
uno de ellos con la técnica de Sanger. Las secuencias obtenidas pasan por un
proceso de acoplamiento en el cual son comparadas para localizar regiones en
comun que permiten ensamblar los fragmentos en bloques. Apartir de un
conjunto de bloques se obtiene la secuencia del genoma.

Existen dos variantes de la secuenciacion por disparo, que se diferencian
tanto en el proceso de segmentacion como en el de acoplamiento. En la
primera técnica denominada secuenciacion clén por clén, el proceso de
segmentacion se realiza en base a un mapa fisico, que permite separar el
genoma en diferentes secciones Ilamadas clones, para posteriormente
secuenciar cada clon con la técnica de sanger. En el proceso de acoplamiento
se cuenta con una serie de “marcas” en los fragmentos que permiten
ensamblarlos con mayor precision al momento de formar los bloques.. La
segunda técnica, la cual es el tema de estudio de este trabajo, recibe el nombre



de secuenciacion genomica total porque el proceso de fragmentacion se
realiza empleando la secuencia completa del genoma, de tal manera que no
existen puntos de referencia que indiquen en donde ensamblar los fragmentos.
En los primeros afios en que surgieron ¢éstas técnicas, la secuenciacion
gendmica total era utilizada unicamente para genomas “pequefios” de
organismos simples como las bacterias y los virus (S. Strail 2004),
posteriormente al iniciar el proyecto humano, el investigador Craig Venter
propuso ésta técnica para ser utilizada en este proyecto (Venter 1996), en ese
entonces se desatd un debate respecto a la confiabilidad de las secuencias
obtenidas mediante ésta técnica (Weber 1997), (Green 1997), sin embargo en
la actualidad se ha convertido en la técnica mas utilizada gracias a los
adelantos tecnologicos que permiten obtener secuencias de gran calidad y con
sistemas altamente automatizados.

En (E. Myers, 1999) y (Weaver, 2005 ) se puede encontrar una explicacion
detallada de ambas técnicas. Y en (E. Lander, 1998) y (S. Schbath 1997), se
realiza un andlisis probabilistico de la técnica clon por clon.
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